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K E N Z OU

2010年 3月 11日

　梅の花も満開を迎えようとする３月のある早朝，コニー一行がＫ氏を訪ねてきた。

• コニー：こんにちわ～Kさん。お邪魔しま～す。

• Ｋ氏： やぁ，こんにちは。全員が揃ってきたんだね。大雪が降ったり，急に暖かくなっりして，
全く天気予報も当てにならないけど，元気そうで何よりだ。ところで，今日は第 3章に進むわけ
だけど，第 2章まではどうだった。

• アリス：どうだったといわれても困るけど，なかなか厳しかったわ。まぁ，繰り返し読み返して
いくつもりだけど。

• Ｋ氏：そうだね，繰り返して読むことは大変大事なことだね。わたしなんか，ボロボロになるま
で読み返した本があるよ。

• コニー：え～っと，それでは早速第 3章をはじめていただけるかしら。

• Ｋ氏：えらい気合が入っているねぇ。わかりました，それではボチボチはじめようか。
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3 電磁場の力線と調和振動子

3.1 はじめに

• Ｋ氏：電気力線とか磁力線というのは習ったことがあるだろう。磁石の上に紙を置いて砂
鉄をばら撒くと，砂鉄はある曲線に沿って綺麗に並ぶね。この曲線を磁力線といった。こ
の章では，はじめに力線を導入し，電磁場を直感的に理解していくことを紹介しする。次
に，話は数学的になるけど，電場，磁場を Fourier変換し，その係数を一般化座標として
用いると，電磁場というのは調和振動子の集まりと同等になる，ということを紹介する。
この一般化座標を用いる方法により量子論への移行がスムーズにいくことになるんだ。こ
のあたりの話は第 5章輻射場のところで詳細に論じられている。ということで早速本論に
入っていこう。

3.2 力線

3.2.1 ベクトル場と力線

＜ベクトル場＞

• Ｋ氏：高橋康 (著)「古典場から量子場への道」1の中に，氏が約 30年前にはじめて“場”と
いうものを習ったときの印象深いお話が載っているので，それをここで紹介しておこう。
「場とは次のようなものである。まず座標系を設定する。例えば 3次元の直交直線座標を
考えよう。その空間の各点に，1個ずつ勝手な数字を書き込む。それらの数字全体の分布
を考えたとき，それが scare場である。また，空間の各点に，1個ずつ矢を書き込む。こ
れたの矢の分布を考えたとき，それが vector場である。矢の長さが，その点における場
の大きさであり，矢の方向が，その点における場の方向である。これらの矢が，あっちで
もこっちでも，にょきにょき長くなったり，方向を変えたりしていれば，それが時間に依
存する vector場である。そのにょきにょきの仕方を決めるのが，場の運動方程式である」
隣り合った矢の，長さと方向の関係を与えるのが空間微分で，近接作用論ではある一点

の矢はすぐ隣にある矢だけから影響を受け，それが次々と伝播していく。Maxwellの方程
式が空間微分に関して 1階微分しか含んでいないのはこの事情によるわけで，時間に関し
ても直前と直後の矢との関係だけが重要で，ずっと以前や以後の矢は直接関係しないとい
うことだね。

＜力線＞

• ある時刻にベクトル場のある空間の中に線を書く。そしてその線上の任意の点における接
線がその場所でのベクトル場の方向と一致するとき，その線をベクトル場の力線といい，
電場の力線を電気力線，磁場の力線を磁力線という2。

電気力線が交差すると

電場の方向は 1つとは決まらない

電気力線

P

1 1979年 9月 20日（第 1刷）
2 電気力線を例にとれば，電気力線上の各点における接線は，すべてそれぞれの点における電場の方向を示すこと
になります。
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電気力線と磁力線は互いに交差することができるが，電場や磁場は一価の関数だから，あ
る一点での電場や磁場の方向は 1つしかない，つまり自分自身と交わることは決してない。
電気力線に沿って微小長さを dxとしよう。この方向は接線の方向で，電場E(x, t)の方

向と平行なので

dx×E = 0 −→ (dyEz − dzEy)i + (dzEx − dxEz)j + (dzEy − dyEx)k = 0

いつでもこれが成り立つためには各成分がゼロでなければならないことから，電気力線は
次の微分方程式を満たす。

dx

Ex(x, t)
=

dy

Ey(x, t)
=

dz

Ez(x, t)
(3.1)

また，縦型電場（渦無しベクトル場）EL(x)は，電気力線の曲がる方向に強くなるとい
う性質を持つ。

R
EL

O

力線

n

Rを力線の曲率半径とするとELの曲率中心方向の傾きは

∂EL

∂n
=

EL

R
(3.2)

で与えられ，曲率が大きければ大きいほど曲がる方向にELは強くなる。
電場の強さがE[N/C]の点では電場の方向に垂直に単位面積当たりE本の割合（電気力

線密度）で電気力線を描くこととする。電荷 qがつくる Coulomb場の場合，電荷 qから
距離 r離れた場所の電場の強さEは

E =
1

4πε0

q

r2

なので，半径 rの球面を貫く電気力線の総本数はこれに球の表面積 4πr2をかけたものだ
から

電気力線の総本数 = 4πr2E =
q

ε0
(3.3)

電荷 qからでる電気力線の本数は q/ε0本ということになる。

+

単位面積

E 本

●電場の強さ E

単位面積を垂直に貫く電気力線の本数が E本 E =
1

4πε0

q

r2

4πr2

半径 rの球面からでる電気力線の総本数
1

4πε0

q

r2
× 4πr2 =

q

ε0
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＜電気力線の満たす方程式＞

• 電荷 q1, q2が x軸上に並んでいる場合，各電荷のつくる電気力線が満たす方程式を求めて
みよう。電気力線上の 1点と各電荷を結ぶ直線が x軸となす角を θ1, θ2とする。

Ω1
θ1 θ2 Ω2

q1 q2

Q

Q’

P

P’

θ Ω(θ)

Ω(θ) = 2π(1− cos θ)

立体角の公式

電気力線

x

電荷 q1，q2から見た円板AA’の立体角をそれぞれ Ω1, Ω2とすると，立体角の公式より

Ω1 = 2π(1− cos θ1), Ω2 = 2π(1− cos θ2) (3.4)

各電荷からはそれぞれ q1/ε0, q2/ε0本の電気力線がでるので，円板 PP’を貫く電気力線の
本数はそれぞれ

q1

ε0
× ω1

4π
=

q1

2ε0
(1− cos θ1),

q2

ε0
× ω2

4π
=

q2

2ε0
(1− cos θ2)

となる。尚，4πは球面の立体角。したがって，円板 PP’を貫く電気力線の総本数は
2∑

i=1

qi

2ε0
(1− cos θi) (3.5)

PQを電気力線とすると，円板PP’を貫く電気力線はすべて円板QQ’を貫き，それら円板
を貫く電気力線の総数はどこでも等しい。従って，電気力線上の任意の点で

2∑

i=1

qi

2ε0
(1− cos θi) =一定

となり，これから
q1 cos θ1 + q2 cos θ2 = C （C：定数) (3.6)

を得る。

式 (3.6)を使って，x軸上の (−1, 0), (1, 0)に電荷 q1 = 1, q2 = −1を置
いたときの電気力線の図を右図に載せる。一番外側は C = 0.1で内側
に向かって 0.1の刻み幅で C = 1.0の範囲までを描いた。同様にして
電荷の大きさ，符合を変えると下のような図となる。
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3.2.2 電束密度と磁束密度

• Ｋ氏：1[C]の電荷から q/ε0 本の電気力線がでる。この電気力線を ε0 本束ねたものを電
束という。したがって q[C]の電荷からは q本の電束がでる。単位面積を垂直に貫く電気
力線を ε0本束ねたものを電束密度Dという。

D = ε0E (3.7)

先ほどの Coulomb場の場合，電荷 qを中心とした半径 rの球の単位面積当たりの電気力
線の本数は本数は 1

4πε0

q
r2。これを ε0本束ねたものが電束密度なので

D = ε0 × 1
4πε0

q

r2
=

1
4π

q

r2
(3.8)

となる。

+m[N/Wb]の磁極からはm/µ0本の磁力線がでる。この磁力線を µ0本束ねたものを磁
束という。単位面積を垂直に貫く磁力線を µ0本束ねたものを磁束密度という。磁束は横型
なので，任意の閉じた面について

∮

∂V
B · dS = 0 (3.9)

が成り立ち，閉じた曲面を貫く磁束は常に 0 である。つまり，磁力線は無限の彼方から来
て無限の彼方に去っていくか，それとも自分自身で輪になっているかである。

3.3 電磁場のエネルギーと応力テンソル

• Ｋ氏：電磁場のエネルギー密度，エネルギー密度の流れとMaxwellの応力テンソルを力線
で解釈しようというのがここのテーマとなる。

• アリス：Faraday流の解釈をしようというわけね。

3.3.1 電気力線のエネルギー

• Ｋ氏：荷電粒子が存在しない場合の電磁場のエネルギー密度は

E (ele)(x) =
1
2
ε0E

2(x) +
1
2

1
µ0

B2(x) (3.10)

で与えられた。電場のエネルギー密度は (1/2)ε0E
2，単位面積に垂直に通る電気力線の本

数である電束密度Dは ε0Eなので，1本の電気力線は単位長さあたり

1
2
ε0E

2 ÷ ε0E =
1
2
E (3.11)

のエネルギーをもつことになる。

3.3.2 磁力線のエネルギー

• 1本の磁力線の単位長さあたりのエネルギーも同様にして
1
2

1
µ0

Bのエネルギーをもつこと

がわかる。
1
2

1
µ0

B2 ÷B =
1
2

1
µ0

B (3.12)
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3.3.3 電磁場のエネルギーの流れ

• 電磁場のエネルギー密度の流れは

J (ele)(x) =
1
µ0

E(x)×B(x) (3.13)

で与えられた。電気力線と磁力線が交差するところでは，面積 dSを通して単位時間当た
り (1/µ0)(E×B) · dSのエネルギーが流れている。当然，電場と磁場が交差せず平行なと
ころはE ×B = 0となって，エネルギー流はない。

3.3.4 応力テンソル

• Ｋ氏：連続体の中に点 P を通る 1つの面要素を考えよう。

dS

P

F

n

A+

A−

法線方向の単位ベクトルを nとして，面 dS を挟んで法線方向にある部分を A+，反対方
向にある部分をA−とする。dSを通しての応力 F dSはA+の部分がA−の部分に及ぼす
力3で，これは一般には nと平行でなく，また，点 P の位置によっても変わるので，応力
は nの関数ということになる。

F とnが平行であれば法線応力，直角であればせん断応力といい，一般にはこれら力の
組み合わせになる。一方，nをどんな方向にとってもF が同じ大きさである場合は，それ
を静水応力といい，水圧等はこれに当たる。
さて，法線応力の場合，F // nで向きが同じ場合，つまりA+の部分がA−部分を引っ

ぱっているとき，それを張力といい，向きが反対の場合，圧力という。点 xにおける微小
面4Sに作用する応力を F (x,n)と書くと，応力テンソルを T として

F (x,n) = Tn4S (3.14)

と表される。具体的に書くと

Fi(x,n) =4S
3∑

j=1

Tijnj = Tijnj4S (3.15)




Fx

Fy

Fz


 =4S




Txx Txy Txz

Tyx Tyy Tzz

Tzx Tzy Tzz







nx

ny

nz


 (3.16)

と表せる4。したがって，微小面4Sに作用する応力の x, y, z成分は

Fx = 4S(Txxnx + Txyny + Txznz)
Fy = 4S(Tyxnx + Tyyny + Tyznz)
Fz = 4S(Tzxnx + Tzyny + Tzznz)

(3.17)

3 応力は単位面積当たりの面積力。
4 T11, T22, T33 が法線応力，T12, T13, T21, T23, T31, T32 がせん断応力

6



で与えられる。
Maxwellの応力テンソルは

t
(elm)
ij =

{
δij

(
1
2
ε0E

2 +
1

2µ0
B2

)
− ε0EiEj − 1

µ0
BiBj

}
(3.18)

で与えられた。電場に関係するところを t
(e)
ij とすると

− t
(e)
ij = ε0EiEj − ε0

2
δijE

2 = ε0




E2
x −

1
2
E2 ExEy ExEz

EyEx E2
y −

1
2
E2 EyEz

EzEx EzEy E2
z −

1
2
E2




(3.19)

電気力線
E

F 1n1

4S1

4S2 F 2

n2

S

の束

z

x

y

F 1 =
1
2
ε0E

24S1n1の張力

F 2 = −1
2
ε0E

24S2n2の圧力

いま，電気力線の束の一部を考え，断面と側面に作用する応力を調べてみよう。電場E

と直交する等電位面上の微小面を4S1とする。電場は断面の法線ベクトルn1と平行にな
るので，単位ベクトルを i, j, kとすると，E = En1 = En1xi + En1yj + En1zkと表す
ことができ，微小面4S1に作用する力の x成分は (3.17)と (3.19)より

　 F1x = 4S1(Txxn1x + Txyn1y + Txzn1z)




Txx = ε0(E2
x − 1

2E2) = 1
2ε0(E2

x − E2
y − E2

z )

Txy = ε0ExEy = ε0E
2n1xn1y

Txz = ε0ExEz = ε0E
2n1xn1z

... F1x =
1
2
ε0E

24S1n1x

となる。同様にして F1y = 1
2ε0E

24S1n1y, F1z = 1
2ε0E

24S1n1z を得るので，これらの力
の合力である F 1は

F 1 = F1xi + F1yj + F1zk =
1
2
ε0E

24S1n1 (3.20)

で与えられる。この力は断面4S1に対して外向きに垂直に働く力なので，単位面積当た
りの力の大きさ ε0E

2/2の張力5である。言い換えると，電気力線は縮まろうとする。
次に，側面に作用する力を調べてみよう。側面の微小面を4S2，その面の法線ベクトル

を n2とする。このとき電場の方向と n2は直交しているので

E · n2 = Exn2x + Eyn2y + Ezn2z = 0 (3.21)
5 張力：物体のある平面において、引っ張り合う応力として定義される。
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となる。(3.17)と (3.21)より

F2x =4S2(Txxn2x + Txyn2y + Txzn2z)

= ε04S2

{
1
2
(E2

x − E2
y − E2

z )n2x + ExEyn2y + ExEzn2z

}

=−1
2
ε04S2(E2

x + E2
y + E2

z )n2x

=−1
2
ε0E

24S2n2x

...F 2 =−1
2
ε0E

24S2n2

が得られる。この力は法線と逆方向に作用する力で，単位面積当たりに ε0E
2/2の大きさ

の圧力で，隣接する電気力線の束はお互いに押し合っている，言い換えると，電気力線は
互いに反発しあっていることになる。

以上の話を整理すれば，

(1) 電気力線の断面には
1
2
ε0E

2の張力が働く・・・電気力線は縦の方向（電場の方向）に縮

まろうとする。

(2) 電気力線の側面には
1
2
ε0E

2 の圧力が働く・・・電気力線は横の方向（電場に垂直な方

向）に膨らもうとする。

(3) この張力と圧力が平衡して力線を一定の形に保つ。

ということになる。 磁力線も全く同じ議論ができて，

(1) 磁力線の断面には
1
2

1
µ0

B2の張力が働く

(2) 磁力線の側面には
1
2

1
µ0

B2の圧力が働く

(3) この張力と圧力が平衡して力線を一定の形に保つ。

Maxwell応力からCoulombの法則を導いてみよう。図に示すように z軸上に電荷 q1, q2

を置き，xy面上で q1の q2に及ぼす力を計算しよう。

x

y

z
0 (r/2, 0)(−r/2, 0)

q1q2
ρ

θ

P

φ

ρ = (1/2)r tan θ

dS = ρdρdφ
n=(0,0,1)

図において，xy平面上の点 P における電場を求めると




Ex =
1

4πε0

q1 + q2

(r/2 cos θ)2
sin θ cos φ =

q1 + q2

πε0r2
cos2 θ sin θ cos φ

Ey =
1

4πε0

q1 + q2

(r/2 cos θ)2
sin θ sinφ =

q1 + q2

πε0r2
cos2 θ sin θ sinφ

Ez = − 1
4πε0

q1 − q2

(r/2 cos θ)2
cos θ = −q1 − q2

πε0r2
cos3 θ

(3.22)

8



となる。Maxwell応力は




Tzx = EzEx = −q2
1 − q2

2

π2ε0r4
cos5 θ sin θ cos φ

Tzy = EzEy = −q2
1 − q2

2

π2ε0r4
cos5 θ sin θ sinφ

Tzz = E2
z −

1
2
E2 = E2

z −
1
2
(E2

x + E2
y + E2

z )

　 =
1

2π2ε0r4

{
(q1 − q2)2 cos6 θ − (q1 + q2)2 cos4 θ sin2 θ

}

(3.23)

したがって点 xy面に働く力は6





Fx =
∫

S
TzxdS = 0

Fy =
∫

S
TzydS = 0

Fz =
∫

S
TzxdS =

1
4

∫ 2π

0
dθ

∫ 2π

0
dφTzz

sin θ

cos3 θ
dθdφ =

q1q2

4πε0r2

(3.24)

となって Coulomb力が得られる。q1 = q2のとき，(3.23)よりEz = 0で，電気力線は xy

平面近くで平行になり互いに圧力 Tzz = − 1
2π2ε0r4

{
(q1 + q2)2 cos4 θ sin2 θ

}
で反発して斥

力になっている（Tzx = Tzy = 0）。一方，q1 = −q2のときは，Ex = Ey = 0で，電気力線

は xy平面近くで面に垂直になり引力 Tzz =
2

π2ε0r4
q2
1 cos6 θになっている。

3.4 Fourier変換

• Ｋ氏：一辺が Lの大きな立方体に閉じ込められた電磁場を考える。周期的境界条件を使っ
て，電磁場を Fourier変換7すると

E(x, t) =
1√
ε0V

∑

k

pk(t)eik·x (3.25)

B(x, t) =
1√
ε0V

∑

k

qk(t)eik·x (3.26)

Fourier係数 pk, qkは複素数ベクトルで，
∑

kは周期的境界条件を満たすために

k =
2π

L
n (n = 0,±1,±2, · · · ) ⇐⇒ ki =

2π

Li
ni (i = 1, 2, 3) (3.27)

のすべての nについての 3重の和である。3つの互いに直交する単位ベクトル e(1)(k)，
e(2)(k)，e(3)(k)を導入し，磁場が横成分しかもっていないことを考慮して 3つ目の単位ベ
クトルを kの方向

e(3)(k) =
k

| k | (3.28)

にとる。

6 x, y 成分は φ積分の結果消える。積分計算はMathematica ONLINE INTEGRATORを使えばよい。
7 波数 kの多数の波の重ね合わせ。輻射場の量子論では Coulombゲージを採用し，ベクトルポテンシャルAの

Fourier変換が使われる。

9
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k

e(3)(k)

e(2)(k)
e(1)(k)

p
(3)

k

p
(2)

k

p
(1)

k

e(3)(k)
e(1)(k)

e(2)(k)

この 3個の単位ベクトルの間には，直交条件と完全性の条件8が各 kについて成り立つ。




直交条件： e(r)(k) · e(s)(k) = δrs

完全性条件：
3∑

r=1

e
(r)
i (k)e(r)

j (k) =
2∑

r=1

e
(r)
i (k)e(r)

j (k) + e
(3)
i (k)e(3)

j（k)

　　　　　　　 =
2∑

r=1

e
(r)
i (k)e(r)

j (k) +
1
k2

kikj

　　　　　　　 = δij

(3.29)

Fourier係数をこれらの単位ベクトルで展開すると




pk = e(1)(k)p(1)

k
+ e(2)(k)p(2)

k
+ e(3)(k)p(3)

k
=

∑3
r=1 e(r)(k)p(r)

k

qk = −i{e(1)(k)q(1)

k
+ e(2)(k)q(2)

k
} = −i

∑2
r=1 k × e(r)(k)q(r)

k

(3.30)

と書ける。Fourier成分の kの方向を向いたのを縦成分，kと垂直なのを横成分という。ま
た，横成分の e(1)(k), e(2)(k)を偏極ベクトルと呼んでいる9。尚，(3.30)の第 2式で虚数
iをつけているのは便宜上である。これらの係数を使って (3.25)，(3.26)を書き直すと

E(x, t) =
1√
ε0V

∑

k

3∑

r=1

e(r)(k)p(r)

k (t)eik·x (3.31)

EL(x, t) =
1√
ε0V

∑

k

e(3)(k)p(3)

k (t)eik·x (3.32)

ET (x, t) =
1√
ε0V

∑

k

2∑

r=1

e(r)(k)p(r)

k (t)eik·x (3.33)

B(x, t) = − i√
ε0V

∑

k

2∑

r=1

k × e(r)(k)q(r)

k (t)eik·x (3.34)

となる。電場や磁場は実数だから，

E(x, t) = E∗(x, t), B(x, t) = B∗(Bx, t) (3.35)

でなければならない。∗は複素共役を意味する。縦電場の複素共役は

E∗
L(x, t)L =

1√
ε0V

∑

k

e(3)(k)p(3)∗
k (t)e−ik·x =

1√
ε0V

∑

k

e(3)(−k)p(3)∗
−k (t)eik·x

=− 1√
ε0V

∑

k

e(3)(k)p(3)∗
−k (t)eik·x (3.36)

8 任意のベクトルが基底ベクトルの一次結合で表されるための条件。
9 偏極とはある特定の方向に偏ること。
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となる。e(3)(−k)は e(3)(k)と向きが正反対となるので e(3)(−k) = −e(3)(k)となること
に注意。次に横電場と磁場の複素共役は

E∗
T (x, t) =

1√
ε0V

∑

k

2∑

r=1

e(r)(k)p(r)∗
k (t)e−ik·x =

1√
ε0V

∑

k

2∑

r=1

e(r)(−k)p(r)∗
−k (t)eik·x

=− 1√
ε0V

∑

k

e(r)(k)p(r)∗
−k (t)eik·x (3.37)

B∗(x, t) =
i√
ε0V

∑

k

2∑

r=1

k × e(r)(k)q(r)∗
k (t)e−ik·x =

i√
ε0V

∑

k

2∑

r=1

(−k)× e(r)(k)q(r)∗
−k (t)eik·x

=− i√
ε0V

∑

k

2∑

r=1

k × e(r)(k)q(r)∗
−k (t)eik·x (3.38)

(3.35)の条件より各係数の関係は




p
(3)

k
(t) = −p

(3)∗
−k

−→ p
(3)∗
k

(t) = −p
(3)

−k

p
(r)

k
(t) = p

(r)∗
−k

−→ p
(r)∗
k

(t) = p
(r)

−k
(r = 1, 2)

q
(r)

k
(t) = q

(r)∗
−k

−→ q
(r)∗
k

(t) = q
(r)

−k
(r = 1, 2)

(3.39)

を満たしていなければならない。Fourier係数の次元を調べると
[
p
(r)

k

]
= M

1
2 LT−1 (3.40)

[
q
(r)

k

]
= M

1
2 L (3.41)

となり，共に
・

力
・

学
・

的な次元を持つことがわかる。特に，(3.40)と (3.41)の積は角運動量の
次元ML2T−1を持つことに注目しておこう。

3.5 Fourier係数とMaxwellの方程式

• Maxwell方程式は，何度もでてきたが，これを Fourier変換していく。




(1)Coulombの法則 : ∇ ·EL(x, t) =
1
ε0

ρ(x, t)

(2)Faradayの法則 : ∇×ET (x, t) = −∂B(x, t)
∂t

(3)磁場の空間分布 : ∇×B(x, t) = µ0

{
JT (x, t) + ε0

∂ET (x, t)
∂t

}

(4)単磁極 : ∇ ·B(x, t) = 0

(3.42)

まず (1)は，

EL(x, t) =
1√
ε0V

∑

k

e(3)(k)p(3)

k (t)eik·x

なので，

∇ ·EL(x, t) =
i√
ε0V

∑

k

k · e(3)(k)p(3)

k (t)eik·x

=
i√
ε0V

∑

k

| k | p(3)

k (t)eik·x =
1
ε0

ρ(x, t)
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これから

ρ(x, t) = i

√
ε0

V

∑

k

| k | p(3)

k (t)eik·x (3.43)

これを Fourier逆変換10 すると

| k | p(3)

k (t) = − i√
ε0V

∫

V
ρ(x, t)e−ik·x (3.44)

が得られる。
次に (2)は11





∇×ET (x, t) =
i√
ε0V

∑

k

∑

r=1,2

k × e(r)(k)p(r)

k (t)eik·x

−∂B(x, t)
∂t

=
i√
ε0V

∑

k

∑

r=1,2

k × e(r)(k)q̇(r)

k (t)eik·x
(3.45)

となり，これから次の簡単な式に還元される。

p
(r)

k (t) = q̇
(r)

k (t) (r = 1, 2) (3.46)

この式はなにやら調和振動子のイメージを
ほう

髣
ふつ

髴とさせる！
次の 3式を磁場の空間分布の式 (3)に入れて整理すると

∇×B(x, t) = − 1√
ε0V

∑

k

2∑

r=1

e(r)(k)k2q
(r)

k (t)eik·x

JT (x, t) =
1√
ε0V

∑

k

2∑

r=1

e(r)(k)ξ(r)

k (t)eik·x

∂ET (x, t)
∂t

=
1√
ε0V

∑

k

2∑

r=1

e(r)(k)ṗ(r)

k (t)eik·x

(3.47)

=⇒
∑

k

2∑

r=1

{
ṗ
(r)

k (t) + c2k2q
(r)

k (t) +
1
ε0

ξ
(r)

k (t)
}

= 0 (3.48)

が得られる。ξ
(r)

k
(t)は JT (x, t)の逆 Fourier変換より

2∑

r=1

e(r)(k)ξ(r)

k (t) =
1√
ε0V

∫

V
JT (x, t)e−ik·xdx

　 −→ ξ
(r)

k (t) =
1√
ε0V

∫

V
e(r)(k) · JT (x, t)e−ik·xdx (r = 1, 2)

となるので，(3.48)より次の関係式が得られる。

ṗ
(r)

k (t) + c2k2q
(r)

k (t) = − 1√
ε0V

∫

V
d3xe(r)(k) · JT (x, t)e−ik·x (r = 1, 2) (3.49)

この式は (3.46)より

q̈
(r)

k (t) + c2k2q
(r)

k (t) = Q(r)(k, t) r = 1, 2 (3.50)

と表すことができ，各波数kについて 2つの独立な外力（横型電流による強制力）がかかっ
た角振動数 ωk = c | k |の調和振動子12とまったく同等ということになる。

10 f(x) =
1√
2π

Z
F (k)eikxdk ←→ F (k) =

1√
2π

Z
f(x)e−ikxdx

11 ∇の Fourier変換は ∇ → ikと置き換えればよい。
12 一定の外力 F を受けた調和振動子の運動方程式はmẍ + mω2x = F で与えられる。
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• アリス：ゴタゴタした計算が続いたけど，その目的は電磁場は調和振動子の集まりと同等
ということを引き出すことにあったのね。つまり，光（電磁波）の振動は普通の力学系の
振動となんら異なるところがないということ？

• Ｋ氏：そうだね。

• エミリー：電磁場は調和振動子の集まりと同等ということは，電磁場は調和振動子が空間
にいっぱい分布しているというイメージで捉えればいいの？

• Ｋ氏：素直な疑問だね。(3.50)には調和振動子の変数に位置座標 xは含まれていないだろ
う。つまり，調和振動子が空間のどの位置にあるのかということを問題にしてはいけない
（笑い）ということなんだ。逆に言うと，一辺 Lの立方体の空間全体にわたって一様に存
在するということだね。波には，波の位置と波数 kの間に∆x∆k ∼ 1という不確定性関
係が存在し，kを正確に指定すれば完全に位置はぼやけることになる13。

• ユナ：k = (2π/L)n, n = 0,±1,±2, · · · ということだから調和振動子は無限個あるという
ことになるわね。ということは，電磁場のエネルギーは無限大になるのじゃないかしら。

• Ｋ氏：う～ん，痛いとこを突くなぁ～（笑い）。現実には無限大のエネルギーにはならな
い。それでは何かが間違っていたのかということだけど，そこから Planckの量子発見に
結びついていくんだね。この話はやれば長くなるのでここでは省略するとして，波数空間
において k ∼ k + dkの間に何個の調和振動子があるか，ユナ計算してみるかい。

k1

k2

k3

波数空間

• ユナ：波数空間では kの値は 2π/Lの間隔で飛び飛びね。つまり，体積 (2π/L)3 について
kが 1個存在することになるわ。だから，単位体積あたりでの数を w(k)とすると

w(k) =
1

(2π/L)3
=

(
L

2π

)3

原点から k ∼ k + dkの球殻の体積は 4πk2dkなので，求める個数は r = 1, 2の 2つの偏極
分を加味して

2×
(

L

2π

)3

× 4πk2dk =
V

π2
k2dk

となるわね。

• Ｋ氏：そうだね。ついでに重要な関係式を載せておくよ。k空間内の隣接点間の距離が 2π/L

なので，その密度は (L/2π)3で，V →∞極限では
1
L3

∑

k

−→ 1
(2π)3

∫
dk (3.51)

となる。
13 「量子力学」のセクションの「ガウス波束とダイナミクス」のレポートも参照されたし。
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3.6 調和振動子による電磁場のエネルギーと慣性

3.6.1 電磁場のエネルギー

• 電磁場のエネルギーを調和振動子の座標で書いてみよう。全空間に含まれる電磁場エネル
ギーはエネルギー密度を全空間にわたって積分したものだから，それをH(em)とすると

H(em) =
1
2
ε0

∫

V
d3xE2(x) +

1
2

1
µ0

∫

V
d3xB2(x)

=
1
2

∫

V
d3x

{
ε0E

2
T (x) +

1
µ0

B2(x)
}

+
1
2
ε0

∫

V
d3xE2

L(x)

≡Hrad + HCoul (3.52)

となる。ここで縦型電場と横型電場は直交するという条件
∫

V
d3xET (x) ·EL(x) = 0

を使った。電場や磁場は Fourier変換による複素ベクトルで与えられたから，それらの 2
乗はそれぞれE2 = EE∗，B2 = BB∗ としなければならない。
直交条件

1
V

∫

V
d3xei(k−k′)·x = δkk′

{
1：k = k′

0：k 6= k′
(3.53)

に留意しながらHradを展開すると

Hrad =
1
2

∫

V
d3x

{
ε0E

2
T (x) +

1
µ0

B2(x)
}

=
1
2

∑

r=1,2

∑

k

{
p
(r)∗
k (t)p(r)

k (t) + ω2
kq

(r)∗
k (t)q(r)

k (t)
}

(ω2
k = c2k2) (3.54)

となる。これは解析力学でおなじみの調和振動子のHamiltonianである。
次にHCoulは

HCoul =
1
2
ε0

∫

V

d3xE2
L(x) =

1
2

∑

k

p
(3)∗
k

(t)p(3)

k
(t) (3.55)

となる。この式の意味を調べるために，まず (3.43)を逆 Fourier変換して pkを求めると

p
(3)

k (t) = − 1
| k |

i√
ε0V

∫

V
d3xρ(x)e−ik·x (3.56)

(3.56)を (3.55)に入れ，(3.51)を使うと

HCoul =
1
2

1
ε0

1
V

∑

k

∫

V
d3x

∫

V
d3x′ρ(x)ρ(x′)

1
k2 eik·(x−x′)

=
1
2

1
ε0

1
(2π)3

∫

V
d3x

∫

V
d3x′

∫
dk

1
k2 eik·(x−x′)

=
1

8πε0

∫

V
d3x

∫

V
d3x′

ρ(x)ρ(x′)
| x− x′ | (3.57)
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となって，荷電粒子との間のCoulomb相互作用によるエネルギーを表すことが分かる。こ
こで次の Fourier変換を使った。

1
| x− x′ | =

4π

(2π)3

∫
dk

1
k2 eik·(x−x′) (3.58)

• コニー：前回の§2.3「電磁場のエネルギー」の「エネルギー保存則」の項で，電磁場のエ
ネルギーと荷電粒子の運動エネルギーの総和が保存されるというお話があったけど，系全
体のエネルギーは，“調和振動子のエネルギー＋Coulomn相互作用によるエネルギー＋
荷電粒子の運動エネルギー”ということになるのね。

• Ｋ氏：そうだね。

3.6.2 慣性の流れ

• 次に“慣性の流れ”を一般化座標で書いてみよう。慣性の流れの密度は (2.50)で

J (elm)(x) = ε0E(x)×B(x) (3.59)

だった。これを全空間で積分したものをGとすると

G =
∫

V
d3xJ (elm)(x)

=
i

V

∫

V
d3x





∑

k

3∑

r=1

e(r)(k)p(r)

k (t)eik·x ×
∑

k′

2∑

r′=1

k′ × e(r′)(k′)q(r′)∗
k′

e−ik′·x





= i
2∑

r=1

∑

k

k
{

p
(r)

k
(t) q

(r)∗
k

(t)
}

(3.60)

となる。ただし，ここで次の展開式を使った。

e(r)(k)× (k′ × e(r′)(k′) = k′(e(r)(k) · e(r′)(k′))− e(r′)(k′)(k′ · e(r)(k))

(3.60)は，電磁場（調和振動子系）のもつ運動量（慣性の流れ）で，波数 kに比例している
という点に注目しよう。pkqkは角運動量の次元を持っていた。量子力学で運動量は p = ~k
と表され，~は角運動量の次元を持っていたことを思い出すと，なかなか意味深だ。

3.7 まとめ

• Ｋ氏：電場や磁場を Fourier変換し，その係数を一般化座標として採用すると，電磁場は
調和振動子の集まりだということが分かった。ここでは，Coulombゲージを採用して議論
を再度整理していこう。

3.7.1 横型電場とベクトルポテンシャル

• 電場は電磁ポテンシャルを使うと (2.70)に示したように

E(x) = − ∂

∂t
A(x)−∇A0(x) (3.61)

だった。上の式に左から∇をかけると

∇ · (ET (x) + EL(x)) = − ∂

∂t
∇ ·A(x)−∇2A0(x)
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Coulombゲージでは∇ ·A(x) = 0，また，∇2A0(x) = −∇EL(x)なので，上の式は

ȦT (x) = −ET (x) (3.62)

となる。次に，(3.42)の磁場の空間分布の式より

ĖT (x) = c2∇×B(x)− c2µ0JT (x) = c2∇× (∇×AT (x))− 1
ε0

JT (x)

= c2{∇(∇ ·AT (x))−∇2AT (x)} − 1
ε0

JT (x)

=−c2∇2AT (x)− 1
ε0

JT (x) (3.63)

が得られる。(3.62)と (3.63)は未知数が 6個（ベクトルポテンシャル，電場，電流の各横
成分だから 3× 2 = 6）で，方程式の数は成分に分けると 6個となり，大変扱いやすい形を
しているね。(3.62)と (3.63)から

　 c2∇2AT (x)− ÄT =
1
ε0

JT (x)

...
[
∇2 − 1

c2

∂2

∂t2

]
AT (x) = −µ0JT (x)

これは (2.109)で得られた波動方程式だ。

3.7.2 縦型電場とスカラーポテンシャル

• 縦型電場とスカラーポテンシャルの関係は次式で与えられた。

EL(x) = −∇A0(x) (3.64)

これから

∇2A0(x) = − 1
ε0

ρ(x) (3.65)

この Poisson型の方程式の解はすぐ得られて

A0(x) =
1

4πε0

∫
d3x′

1
| x− x′ |ρ(x′) (3.66)

これから

EL(x) = − 1
4πε0

∫
d3x′∇ 1

| x− x′ |ρ(x′) (3.67)

を得る。ところで，縦型電場は次の 2つの式が成立する。




∇ ·EL(x) =
1
ε0

ρ(x)

ĖL(x) = − 1
ε0

JL(x)
(3.68)

2つ目の式は (1.37)で導いたね。この 2つはそれぞれ独立の式かというとそうではない。
電荷保存則

∂ρ(x)
∂t

+∇ · (J t(x) + JL(x)) =
∂ρ(x)

∂t
+∇ · JL(x) = 0 (3.69)

を考えると独立したものでないことが分かる。

• サム：(3.68)を (3.69)に入れると電荷保存則を満たしす，つまり，上の 2式は電荷保存則
という枠内で相互に関連する式ということですね。
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• Ｋ氏：そうだね。これらの式から，与えられた電荷と電流に対してベクトルポテンシャル
と縦型，横型の電場が決まると，次の式より全電場と磁場が求められる。

B(x) =∇×AT (x)　 (3.70)

E(x) = Et(x) + EL(x) = ET (x)− 1
4πε0

∫
d3x′∇ 1

| x− x′ |ρ(x′) (3.71)

　
(3.62)と (3.63)は取り扱いやすい形をしており，未知数が素直に求めやすいので，これ

らの量で電磁場の全エネルギーを書いてみよう。

Hrad =
1
2

∫
d3x

{
ε0E

2
T (x) +

1
µ0

B2(x)
}

=
1
2

∫
d3x

{
ε0E

2
T (x) +

1
µ0

(∇×AT (x)) · (∇×AT (x))
}

=
1
2

∫
d3x



ε0E

2
T (x) +

1
µ0

∑

i6=j

∂

∂xi

ATj
∂

∂xi

ATj





=
1
2

∫
d3x

{
ε0E

2
T (x) +

1
µ0

∂iATj∂iATj

}
(3.72)

HCoul =
1

8πε0

∫

V
d3x

∫

V
d3x′

ρ(x)ρ(x′)
| x− x′ | (3.73)

となる。また，慣性の流れは，結果だけを書くと

G =
∫

d3xJ (elm)(x) = ε0

∫
d3x {ET (x)× (∇×AT (x))}

= ε0

∫
d3x (ETj(x)∇ATj(x)) (3.74)

Einsteinの規約が使われていることに留意して。これで第 3章は終わりだ。ヤレヤレ。。。

• コニー：え～っと，テキストの【蛇足】(1)には，Lorenzゲージ (Ȧ0(x) = c2∇ ·A(x))を
使った場合，以下の条件だけでは Coulombの法則がでてこない，さてどうしたらいいだ
ろうか？と課題が投げかけられているわね。





Ȧ(x) = −E(x)−∇A0(x)

Ė(x) = c2∇× (∇×A(x))− 1
ε0

J(x)

Ȧ0(x) = −c2∇ ·A(x)

(3.75)

どうするのかしら。。。

• Ｋ氏：そうだね，え～っと，電場とベクトルポテンシャルを縦・横成分に分けると

　 A(x) = AT (x) + AL(x) (3.76)

　 E(x) = ET (x) + EL(x) = −(ȦT (x) + ȦL(x))−∇A0(x)

... ET (x) = −ȦT (x) EL(x) = −ȦL(x)−∇A0 (3.77)

一方，磁場のほうは横成分オンリーだから

B(x) = ∇A(x) = ∇×AT (x) (3.78)
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ベクトル解析の公式∇(∇ ·A) = (∇ · ∇)A−∇× (∇×A)を使い，∇×AL(x) = 0を考
慮すると，∇ ·AT (x) = 0なので，AL(x)は形式的に

AL(x) =
1
∇2
∇(∇ ·A(x)) (3.79)

と書ける。ここで Lorenz条件を使うと

AL(x) = − 1
c2

1
∇2
∇Ȧ(x) (3.80)

これを (3.77)に入れて

EL(x) =
1
c2

1
∇2
∇Ä0(x)−∇A0(x) =

1
∇2
∇

(
1
c2

∂2

∂t2
−∇2

)
A0(x) (3.81)

ここでスカラーポテンシャルの波動方程式
[
∇2 − 1

c2

∂2

∂t2

]
A0 = − 1

ε0
ρ(x) (3.82)

とドッキングさせると

EL(x) =
1
ε0

1
∇2
∇ρ(x) = − 1

4πε0
∇

∫
d3x′

ρ(x′)
| x− x′ | (3.83)

となって Coulombの法則がでてくる。尚，∇−2 は前回の (2.101)で登場した積分演算子
だね。

• コニー：スカラーポテンシャルの波動方程式を使うわけね。

• Ｋ氏：そうだね。ついでにおまけとして【蛇足】(2)についても言及しておこう。想像を逞
しくすれば (3.62),(3.63)は強制された調和振動子の方程式に見えると書かれてあるね。

ȦT (x) =−ET (x)

ĖT (x) =−c2∇2AT (x)− 1
ε0

JT (x) (3.84)

強制された調和振動子の運動方程式は ṗ + c2k2q = Qで表されるので −ET → p, ∇ →
ik, AT → q, (1/ε0)JT → Qという置き換えを考えれば (3.84)は強制力を受けた調和振動
子の式になる。

−ET = ȦT −→ p = q̇

ĖT (x) + c2∇2AT (x) = − 1
ε0

JT (x) −→ ṗ + c2k2q = Q

以上で第 3章を終わります。お疲れ様～。

——————————————————

G OOD L U C K !
S E E Y OU A G A I N !

by K E N Z OU
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