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流体粒子の変形と回転

KENZOU

2015.11.22

第4話. 流れに伴う流体粒子の変形と回転

第 3話のオイラーの運動方程式 (3.11)からお話を始めます。

∂v

∂t
= K −∇

(
1

ρ
p +

1

2
v2

)
+ v × ω (ただし ω ≡ ∇× v) (4.1)

渦度ωはベクトル量1で，その成分は次の通りです。

ω = ∇× v = (ωx, ωy, ωz) −→





ωx =
∂w

∂y
− ∂v

∂z

ωy =
∂u

∂z
− ∂w

∂x

ωz =
∂v

∂x
− ∂u

∂y

流体粒子は自転しながら流れているということを暗示します。もっとも ω = 0であれば自転

運動はありませんが。第４話では流体粒子の局所的な運動について見ていきます。

■流体粒子の変形と回転
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∆y

x
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2次元完全流体の定常流について考えます。

流れの中の流体粒子ABCDが単位時間後に

移動するとともにどのように形を変えてい

くかを調べます。点 Aにおける x, y方向の

速度成分を uA(= u), vA = (v)とします。微

小距離∆x，∆y離れた点B,C,Dにおける速度

成分をそれぞれ (uB, vB), (uC , vC), (uD, vD)

1渦度の大きさは自転角速度の 2 倍，向きは自転軸と一致します。
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とすると各点での速度成分は次のように書けます。




uA = u vA = v

uB = u(x + ∆x) vB = v(x + ∆x)

uC = u(x + ∆x, y + ∆y) vC = v(x + ∆x, y + ∆y)

uD = u(x, y + ∆y) vD = v(x, y + ∆y)

(4.2)

テイラー展開して二次の微小量を無視すると




uA = u, vA = v

uB = u +
∂u

∂x
∆x, vB = v +

∂v

∂x
∆x

uC = u +
∂u

∂x
∆x +

∂u

∂y
∆y = u +

∂u

∂x
∆x +

1

2

(
∂v

∂x
+

∂u

∂y

)
∆y − 1

2

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
∆y

vC = v +
∂v

∂x
∆x +

∂v

∂y
∆y = v +

∂v

∂y
∆y +

1

2

(
∂v

∂x
+

∂u

∂y

)
∆x +

1

2

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
∆x

uD = u +
∂u

∂y
∆y, vD = v +

∂v

∂y
∆y

(4.3)

ここで

a =
∂u

∂x
, b =

∂v

∂y
, h =

1

2

(
∂v

∂x
+

∂u

∂y

)
, Ω =

1

2

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
(4.4)

とおいて (4.3)を書き直すと




uA = u, vA = v

uB = u + a∆x, vB = v + (h + Ω)∆x

uC = u + a∆x + (h− Ω)∆y, vC = v + b∆y + (h + Ω)∆x

uD = u + (h− Ω)∆y, vD = v + b∆y

(4.5)

次に，a, b, h, Ωの物理的な意味な意味を見ていきます。

・a = b = h = Ω = 0の場合：A，B，C，Dの各点は同じ速度成分をもつので，流体粒子は平

行移動するだけで，回転も変形もしません。

・h = Ω = 0の場合：A，B，C，D各点における速度成分は (4.5)より




uA = u, vA = v

uB = u + a∆x, vB = v

uC = u + a∆x, vC = v + b∆y

uD = u, vD = v + b∆y

(4.6)

∂u

∂x
= a,

∂v

∂y
= b,

∂v

∂x
= 0,

∂u

∂y
= 0



3

また，非圧縮性流体の連続の式 ∂u/∂x + ∂v/∂y = 0の条件より aと bは独立ではなく

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= a + b = 0, ... b = −a

この場合は流体粒子は平行移動するほかに x軸方向に a∆x伸び，同時に y軸方向に b∆y

だけ伸びます。このことから，a, bは x, y方向の伸縮率を表します。

A B B’

C’

CD

D’

x

y

∆x a∆x

∆y

b∆y

a > 0, b < 0の場合

・a = b = Ω = 0の場合：この場合，

h =
1

2

(
∂v

∂x
+

∂u

∂y

)
,

∂u

∂x
= 0,

∂v

∂y
= 0,

∂v

∂x
− ∂u

∂y
= 0

A，B，C，Dの各点における速度成分は (4.5)より




uA = u, vA = v

uB = u, vB = v + h∆x

uC = u + h∆y, vC = v + h∆x

uD = u + h∆y, vD = v

(4.7)

単位時間経過後の流体粒子の形状はx軸方向にA点はuだけ進むのに対しD点はu+h∆y

進み，y軸方向にA点は vだけ進むのに対しB点は v + h∆x進みます。またC点は x, y

方向にそれぞれ u + h∆y, v + h∆x進みます。

A B

B’
h

C
D D’

h∆x

h∆y

x

y

∆x

∆y

C’

h

この結果，辺 ABは反時計方向に移動して AB’に，辺 ADは時計方向に移動して AD’

に，対角線ACはAC’に伸長し，流体粒子の形状は長方形を平行四辺形にひしゃげる変
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形（ずれ変形）をします。変形後の対角線AC’とB’D’は変形前の対角線AC，BDと等

しいので，流体粒子は回転せずに純粋のズレ運動をします。hは単位時間当たりの角度

変化，つまり角速度を表します。

・a = b = h = 0なる場合 この場合，

Ω =
1

2

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
,

∂u

∂x
= 0,

∂v

∂y
= 0,

∂v

∂x
+

∂u

∂y
= 0, ...

∂v

∂x
= −∂u

∂y
= Ω

ABCDの各点における速度成分は (4.5)より




uA = u, vA = v

uB = u, vB = v + Ω∆x

uC = u− Ω∆y, vC = v + Ω∆x

uD = u− Ω∆y, vD = v

(4.8)

となります。単位時間経過後の流体粒子の形状を元の形状に重ね合わせると図のように

なります。

A B

B’

C
DD’

x

y

∆x

C’

Ω

この場合，流体粒子は形状を変えずに紙面に垂直な軸の回りに角速度Ωで反時計方向に

回転していることになります。

以上，流体粒子は速度 vの並進運動，x, y軸方向の一様な伸び縮みの運動，ひしゃげるよう

な運動，角速度Ωの回転運動を流れ場の状況に応じて同時に行っていることが分かります。

A B

CD

B’
C’D’

A’

縮小溝

A B

CD

B’

C’D’

A’

固体壁近傍

A

B
C

D

B’
C’D’

A’

曲管の軸心
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完全流体ではない実在の流体では，上で説明しました流体粒子のいろいろな変形をさまたげる
ような力が現れます。これが粘性応力と呼ばれるものですが，詳細は第 5話でやる予定です。

[補足] 2次元流れの加速度の成分は次式で与えられます。




Du

Dt
=

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

Dv

Dt
=

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

上の第 1式を次のように変形します。

Du

Dt
=

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

=
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

1
2
v

(
∂u

∂y
+

∂u

∂y

)
+

1
2
v

(
∂v

∂x
− ∂v

∂x

)

=
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

1
2
v

(
∂v

∂x
+

∂u

∂y

)
− 1

2
v

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)

=
∂u

∂t
+ uεx + vγz − vωz (4.9)

同様にして第 2式は
Dv

Dt
=

∂v

∂t
+ vεy + uγz − uωz (4.10)

となります。ここで




εx =
∂u

∂x
, εy =

∂v

∂y
−→ a, b （伸縮による変形速度）

γz =
1
2

(
∂v

∂x
+

∂u

∂y

)
−→ h （せん断変形による角速度）

ωz =
1
2

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
−→ Ω （回転運動の角速度）

(4.11)

とおきました。(4.11)と (4.4)を対照すると εx, εy, γz, ωzはそれぞれ a, b, h, Ωに対応していることが
分かります。ちなみに (4.9)，(4.10)の 3次元版は次のようになります，





Du

Dt
=

∂u

∂t
+ uεx + (vγz + wγy) + (uωy − vωz)

Dv

Dt
=

∂v

∂t
+ vεy + (wγx + uγz) + (uωz − wωx)

Dw

Dt
=

∂w

∂t
+ wεy + (uγy + vγx) + (vωx − uωy)

(4.12)

ただし

・伸縮による変形速度： εx =
∂u

∂x
, εy =

∂v

∂y
, εz =

∂w

∂z

・せん断変形による角速度： γx =
1
2

(
∂w

∂y
+

∂v

∂z

)
, γy =

1
2

(
∂u

∂z
+

∂w

∂x

)
, γz =

1
2

(
∂v

∂x
+

∂u

∂y

)

・回転運動の角速度： ωx =
1
2

(
∂w

∂y
− ∂v

∂z

)
, ωy =

1
2

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
, ωz =

1
2

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)

//
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■ラグランジュの渦定理

最後にラグランジュの渦定理（完全流体では渦は不生不滅）のお話をして，第 4話を終わる

ことにします。

2次元流れでは渦度ωは

ω = (0, 0, ωz) =

(
0, 0,

∂v

∂x
− ∂u

∂y

)

で，角速度Ωと渦度の関係は上で見てきたようにΩ = 1
2
ωとなります2。流れのある領域の中

でω = 0のとき，その領域で流れは渦なしであるといい，ω 6= 0の場合は渦ありあるいは渦

運動をするといいます。(4.1)のオイラーの運動方程式

∂v

∂t
= −∇

(
1

ρ
p +

1

2
v2

)
+ v × ω (ただし ω ≡ ∇× v)

で両辺の回転をとると，ベクトル解析の公式より∇×∇ϕ = 0なので

∂ω

∂t
= ∇× (v × ω) (4.13)

が得られます。ベクトル解析の公式∇×(A×B) = (B ·∇)A−(A·∇)B+A(∇·B)−B(∇·A)，

∇ · ∇ × A = 0を使うと

∇× (v × ω) = (ω · ∇)v − (v · ∇)ω − ω(∇ · v) (... ∇ · ω = 0)

となり，これと連続の式

∇ · v = −1

ρ

Dρ

Dt

より
D

Dt

(
ω

ρ

)
=

(
ω

ρ
· ∇

)
v (4.14)

と表すことができます3。(4.13)，(4.14)は流れにのって移動するときの渦度の時間的変化を与

える式で完全流体に対する渦度方程式といいます。t = 0のときにω = 0（渦なし）であった

とすると， [
D

Dt

(
ω

ρ

)]

t=0

= 0

したがって，微小時間∆t後の流体粒子のωは
(

ω

ρ

)

t=∆t

=

(
ω

ρ

)

t=0

+

[
D

Dt

(
ω

ρ

)]

t=0

∆t = 0

となり ω = 0の渦なしです。次に時間を小刻みに進めて，最初の時刻から∆t後の時刻を改め

て t = 0とすると，それから∆t後も依然としてω = 0。このように小刻みに時間の経過を追っ
2一般的に角速度Ωと渦度 ωの間にはΩ = 1

2ωの関係があります。
3詳細は「流体力学講話・その３」を参照。
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て考えると，任意の時刻において渦度が 0であることが分かります。逆に，t = 0で ω 6= 0で

あったとすると，いつまでもω = 0でなければなりません。というのは，ある時刻にω = 0に

なったとすると，その時刻より ωの時間的変化を逆に遡っていくと，上と同様の議論により

任意の時刻において ω = 0でなければならないことになりますが，これは t = 0のとき ω = 0

という前提と矛盾します。ということで渦は発生することも消滅することもありません。これ

をラグランジュの渦定理といいます。

第４話終わり


