
1

FEYNMANの経路積分

KENZOU

2014年 8月 4日～2015年 1月 23日

　
ファインマンが経路積分を発見した経緯については，彼のノーベル賞記念講演で詳しく述べられていますが，

幸いにも江沢洋訳・R.P.ファインマン著「物理法則はいかにして発見されたか」（ダイヤモンド社，S52）にその
全訳が載っています。
このレポートは，ファインマンが経路積分のアイデアに到達するまでの経緯や，ディラックの論文「量子力学

におけるラグランジアン」に触発されて経路積分のアイデアを結実させたという歴史的な流れを，前出の本の内
容に沿って自分なりにまとめたもので，最後に経路積分の具体的応用例として自由粒子と調和振動子の問題を取
りあつかいました。
構成は対話形式とし，全 3話にまとめました。特に冗長な表現を厭わず，気楽に読めて，なによりもわかりや

すさを心掛けたつもりです。もとより怪しい議論や当方の理解不足による間違いなどがあるかもしれません。も
し，それらを見つけられれば，ご教示いただけるとありがたいです。それでは，お楽しみください。

2014.8.4

　
最初は軽い読み物として終わるつもりでしたが，その後，次第に嵌まって話が膨らみはじめ，第 4話，第 5話，

第 6話と膨張しています。果たして第何話まで続くのか。。。いまのところ分かりません。
　　
※おかしなところは注告なく随時修正しています。
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第1話 古典電磁気学への果敢な挑戦

ファインマンがどのようにして経路積分の着想に至ったか，そのことについてはノーベル賞受賞講演1で

詳しく触れられている。幸い，R.P.ファインマン著，江沢洋訳「物理法則はいかにして発見されたか」

（昭和 52年、ダイヤモンド社）に受賞講演の邦訳記事が載っているので，それに沿って話を進めていこ

うと思います。

1.1 事の始まり

• Ｋ氏：ファインマンが物理学の勉強にいそしんでいた学部学生の頃，ディラックやハイトラーの
本から，電気と磁気の量子力学が完全には満足のいく状態にないことを“悟り”，電磁力学の量

子論には２つの根源的な困難があるらしいことを察したんだね。その 2つというのは

1. 電子が自分自身と相互作用するエネルギーが無限大になること。

2. 場というものが無限にたくさんの自由度をもつことに関係した無限大。

若きファインマンは，なんだ，この困難は単純なものじゃないか！と考えた。電気力はそれを作

り出す粒子そのものに作用するという考えは必要ない，というか，むしろ馬鹿げた考えだ。電子

は自分自身には作用せず，他の電子に作用するだけだと考えれば，「場」というものを考える必要

がない。一つの電荷をゆり動かすと，少し間をおいてから別の電荷が揺れる。それだけのことで，

遅れがあるにしても，電荷が直接に作用しあい，一つの電荷の運動に関係づける力の法則が遅れ

を含んでいるまでのことじゃないか。。。

　このように考えると，電子に自身への作用はなく，他の電子への作用があるだけとするので，

「自己エネルギー」というものは無い！　また，「場」を考えない2ので場の自由度による無限大も

ない。仮に場が存在するとしても，場はそれを生み出す物質によって完全に規定されてしまうか

ら，独立な自由度をもつことはない，つまり，自由度にかかわる無限大は除かれるじゃないか。。。

という考えにとり憑かれた。

　ファインマンは，この考えにもとづいて，まず古典論における自己エネルギーの無限大を取り

除き，そのあとで量子論に移行していけばすべてうまくいくだろう—「ここに希望があると思っ

たのです。」と述べているが，これがそもそも事の始まりだった。

• コニー：自論を果敢に展開していく姿は，ファインマンの面目躍如たるものね。

1原文は http : //www.nobelprize.org/nobel prizes/physics/laureates/1965/feynman− lecture.htmlに掲載。
2場を通して作用が伝搬するという近接作用の考えではなく，遠隔作用ということになります。
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• Ｋ氏：迸（ほとばし）りでる若いエネルギーはすごいものがある。さて，大学院に進み，いろい
ろ計算していく中で，電子は自分自身に作用しないというアイデアは完全な間違いだったことに

気付いた。どういうことかというと，電子を加速すると輻射をだす（電磁波の放射）よね。外部

の力によって加速された電子は，輻射をだした分，力学的エネルギーは減少する。これは電子の

運動にブレーキをかけるというか，減衰力として働くんだね。いわゆる輻射抵抗というやつだ。

ただ，古典電磁気学が扱う巨視的な物体に対しては，輻射抵抗は完全に無視できるほど小さいの

で問題にならなかった。

　この減衰力は，エネルギー保存則を考慮すれば，電子の自身への作用する力（自己力）から生

じることが分かる。したがって，ファインマンの最初のアイデアのように，電子が自身には作用

しない，としたらこの力は消失してしまい，エネルギー保存則が破られることになる。

　しかし，彼は自分のアイデアを捨てなかった。量子電磁力学の困難の解決は，当初考えたアイ

デアの中に見いだされる筈だという信念にもとづいて，なんとかそのアイデアを生かそうと奮闘

するわけだ。

　ここで少し数式を使った説明をしよう。数式の方は適当に眺めているだけでいいとして，1次

元 x軸方向に半径 aの剛体球である電子が加速度運動しているとすると，電子自身に働く力 F は

Fret = α
e2

ac2
ẍ− 2

3
e2

c3

...
x + γ

e2a

c4

....
x + · · · (1.1.1)

で与えられる。ここでα, γは 1の程度の係数，cは光速で，ẍは加速度だ。余談になるが，昔，学

生時代，力学の講義の時に加速度の時間微分である
...
x は何を意味しますか？と質問したことがあ

る。すると先生は，「それは車の乗り心地みたいなものや」と言われ，妙に納得した記憶がある。

それはともかく，(1.1.1)の右辺に注目すると，電子の半径 aをゼロにすると，第 2項は一定に

止まり，第 3項以降の高次の項はゼロになるが，第 1項は”点”電子が自分自身に作用する力で無

限大になってしまう。電子は半径 aの剛体球と仮定したが，剛体球という概念はローレンツ変換

に対して共変的でなく，相対性理論とは相容れない概念なので，相対論的に共変な方程式に拡張

することができない。しかし，a → 0とすると，無限大の発散が生じてしまう。これが自己エネ

ルギーの無限大という問題なんだ。

• コニー：なるほど。

1.2 半先進・半遅延ポテンシャル理論

• Ｋ氏：この困難を避けるべく，ディラックは，電子は (1.1.1)の第 2項によって自身と作用するが，

第 1項によっては作用しないということを承認しようと考えた。どういうことかというと，通常

マクスウェル方程式の解として遅延波の解だけをとっているが，先進波の解 (t → −tと置きかえ

る)をとると電子自身に働く力 F は

Fadv = α
e2

ac2
ẍ +

2
3

e2

c3

...
x + γ

e2a

c4

....
x + · · · (1.2.1)
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となる。そこで，電子は自身が作る遅延場と先進場との差の半分だけ自身と作用するという法則

を作ろうと考えた。ディラックの処方箋に従うと

F =
1
2
(Fret − Fadv) = −2

3
e2

c3

...
x + (高次の項) (1.2.2)

となる。高次の項は aの冪として現れるので a → 0とすれば消える。これで無限大の困難が取り

除かれ，上手くいったと思われるが，F に関する任意的な仮定が付け加わっている。スッキリ解

決できたとはいい難い。

　ファインマンとその師ホイーラー3は，“電子は他の電子にだけ作用する”という考えにもとづ

いて，ディラックの特別な仮定の任意さをある程度取り除くのに成功した。

ノーベル賞講演の記事によれば，ファインマンは，最初，次のように考えた。第一の電荷を作

用の源 (ソース)としよう。これをゆり動かすとそれで第二の電荷がゆれ動く。ところで第二の電

荷がゆれ動けば，それは源に作用を返すことになる。これが結局は輻射抵抗になるのではないか

と期待した。しかし，計算してみるとその期待は外れる。しかし，外れはしたものの，そのアイ

デアを師のホィーラー教授に話すと，ホィーラー教授から「大変な見落としをしているよ。第一

の電荷を加速すると，第二の電荷が反応を示すのはしばらく経ってからだ。それから源まで作用

が返ってくるのにまた時間がかかる。反作用はまちがった時刻に起こるのだね。」との指摘を受

け，その時，ファインマンは「私が計算をしたのは，つまり普通の光の反射じゃないか。輻射の

反作用ではない。」ということにハッ！と気が付いたと述べている。

ホイーラー教授は，反作用が正しい時刻にくるようにするため，先進波を利用するアイデアを

だし，そのアイデアを２人でざっと当ってみたところ，他の電荷の電気量や質量に依存せず，ま

た，電荷間の距離にも依存しない，輻射抵抗を表すのにぴったりの性質がでてくることが分かっ

た。そこで，定量的に詰めていくために，先進波とどれだけの遅延波が必要となるかなど，きち

んと計算して正しい答えを見いだすことがファインマンの宿題となった。その結果，ファインマ

ンは，個々の電荷が作り出す場としての先進波と遅延波を半々に用いると正しい答えが得られる

ことを見いだしたんだ。つまり，基本の場が時間的に対称な解

F =
1
2
(Fret + Fadv) (1.2.3)

で与えられるとするわけだね。因果律に反する先進波は意味がないと捨てられるのが普通だが，

このあたりに独創的な着想が窺われるね。

• コニー：う～ん，マクスウエル方程式の解は，原因は結果に先行しないという因果律の考えから
遅延波の解を採用するけど，マクスウェルの方程式は時間反転に関して対称なので，tを−tに置

き換えた先進波も解なのね。tを前向きの時間とすると，−tは後ろ向きの時間ということで，相

互作用は時間の前向きにも後ろ向きにも働くということ？
3JohArchibaldWheeler,1911.7.9～2008.4.13：米国の物理学者。ニールス・ボーアの直弟子で，アインシュタインの共同

研究者として統一場理論の構築に取り組む。ブラックホールやワームホールなどの名付け親で，相対性理論や量子重力理論な
ど幅広い分野で成果を上げ，宇宙の波動関数を記述するホイーラー・ドウィット方程式は、量子重力研究の先駆的成果の一つ
とされる。ファインマンをはじめ，重力とブラックホールの理論で著名なカリフォルニア工科大学のソーン（Kip Thorne），
量子コンピューター理論を提唱した英オックスフォード大学のドイチュ（David Deutsch）ら傑出した物理学者を数多く育て
た名伯楽として知られた。
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• Ｋ氏：そうだね，遅延時刻とか先進時刻というのを聞いたことがあると思うが，いま時刻 t0で原

点から放射された電磁波が光速度で伝搬して，時刻 tで距離 xにある観測点に到達したとすると，

光速度は有限なので放射時刻 t0と到着時刻 tは同じというわけにはいかず，t0 = t− x/cあるい

は t = t0 + x/c と時間の遅れが生じる。この t0を遅延時刻と呼んでいる4。一方，t0 = t + x/cあ

るいは t = t0 − x/c を先進時刻というが，これは時刻 t0で原点から放射された電磁波が観測点 x

に到達するのは，それより過去の時刻を意味する。先進時刻を用いると，未来における“場”を

決めた時，現在における“場”はどうあるべきかが決まるわけだね。

• コニー：遅延波は原点から外に向かう外向きの波，先進波は遠い所から原点に向かってくる内向
きの波か。。。いずれにしても過去から未来へ，また未来から過去へというサンドイッチしたよう

な“場”を考えると正しい答えがでてきたというわけね。

• Ｋ氏：ファインマン物理学３「電磁気学」（1988，岩波書店）の P257に次のような記述がある。

少し長くなるけど，ためになる記述なので以下に引用しておこう。

『波は電荷の運動で起きることを知っているから，波は電荷から外向きに進行するとわれわれは

考えたい。電荷が動き出すまえに無限遠から球面波がやって来て，電荷が動きはじめる時にちょ

うど到達すると考えるのはむしろ奇妙である。これも可能な解であるが。経験によると電荷が加

速されると波は電荷から外へ出て行く。マクスウェル方程式はどちらの可能性も許すけれども，

われわれは— 経験をもとにして— 外向きの波の解だけが“物理的に意味がある”という付加事

実を加える。

　しかしこの付加した仮定から面白い結果が出ることも注意しておく。それはマクスウェル方程

式の中に存在する時間に関する対称性がなくなってしまうことである。EとBに関するもとの方

程式も，それから出る波動方程式も，tの符号を変えても方程式は変わらないという性質をもつ。

これはある方向に行く波が解ならば，反対方向に進む波も同様に正しい解であることを示してい

る。外向きの球面波だけを考えるというわれわれの陳述は重要な付加仮定である。（この付加仮

定をさけた電磁気の定式化は注意深く検討された。驚いたとに，多くの場合，これから物理的に

無茶な結論は出て来ない。この考え方をいま議論するのは，わき道にそれすぎることになる。第

4巻第 7章でこれについてもう少しふれることになる。）』

　以上が第 3巻からの引用だ。そこで第 4巻第 7章を見てみると， 外向きの波の解だけが”物理

的に意味がある”という付加仮定をさけた議論の結果が要領よくまとめられている。その要点を

書くと

1. 点電荷は他の電荷とだけ作用するのであるが，その作用の半分は先進波により，半分は遅延

波によって行われる。

2. ほとんどすべての状況では，先進波の効果は表れないが，輻射の反作用の力だけを生じる効

果をもつ。

4太田浩一「電磁気学�」（丸善，2002年）には「“遅延時刻”は呼び誤りの一つである。t0 は tより前であるから電磁波
の“放射時刻”とでもすべきだろう」と書かれている。
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3. 輻射抵抗は，電子が自分自身に作用することによるものではなく，次のような効果によって

生じる。電子が時刻 tにおいて加速されると，それは後の時刻 t′ = t + r/cにおいて，遅延

波によって世界中の電荷を揺らす。しかし，同時に，これらの電荷は先進波によって元の電

子に作用を及ぼし，これは t′から r/cを差し引いた時刻 t′′ = t′ − r/c = t，すなわち，ちょ

うど時刻 tに元の電子に達する。先進波と遅延波とが半々に混じった解が伝わるとすること

で，加速されている瞬間の振動電荷は，輻射波を吸収しようとしているすべての電荷からの

力を感じることになる。

というものだ5。ということで，ファインマンとホィーラーは，半先進・半遅延波の理論により，

“電子は他の電子にだけ作用する”という考えのもとで古典電磁気学での輻射抵抗の説明に成功

したんだね。

• コニー：独創的で面白い理論と思うのだけど，通常の電磁気学のテキストにはその理論の紹介が
まったく見られないわね。どうしてなのかしら？

• Ｋ氏：そうだね，この理論に触れているのは，林中四郎・天野恒夫共訳，パノフスキー・フィリッ
プス「新版　電磁気学（下）」（吉岡書店，2002)のテキスト6くらいかな。いずれにしても，この

理論はファインマン自身が語っているように，あくまで古典的理論の範囲内で成立するだけで，

残念ながら半先進・半遅延ポテンシャル量子論まで拡張することができなかったんだ。つまり不完

全な理論ということで，電磁気学のテキストには取り上げられなくなったということだと思うよ。

1.3 最小作用の原理

• Ｋ氏：先程は，少し先回りして，半先進・半遅延ポテンシャル理論は量子論への拡張ができない
不完全な理論であったと述べたけど，そのことはしばらく伏せておくとして，ファインマンの行

路を見ていこう。彼は，古典電磁気学の範囲で成功した半先進・半遅延ポテンシャル理論を最小

作用の原理から定式化していこうと努力したんだね。

“場”というものを考えると，ある時刻の場が与えられた場合，次の瞬間の場は微分方程式を解

くことで得られる。つまり，微分方程式は近接作用を表しているわけだね。このあたりの状況は

次の差分方程式を考えるとわかりやすい。簡単のために 2次元で考えてみよう。

空間座標 x, yの関数 u(x, y)を考えよう。2次元空間を図のような格子に区切って，各格子点の座

5J.A.Wheeler& R.PFeynman:Interaction with the Absorber as the Mechanism of Radiation

，Rev. Mod. Phy, 17, 157− 181(04/1945)

J.A.Wheeler&R.P Feynman:Classical Electrodynamics in Terms of Direct Interparticle Action

，Rev. Mod. Phy, 21, 425− 433(07/1940)
6同書 P448の 21・12質量の発散積分を除くための，輻射理論の修正，進んだポテンシャルの項参照。
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(i, j + 1)

(i, j − 1)

(i + 1, j)(i− 1, j)
(i, j)

∆x

∆y

標を (xi, yj)とする。各格子点ので uを uij = u(xi, yi)とすると，テイラー展開して

ui+1,j = u(xi + ∆x, uj) = ui,j + ∆x

(
∂u

∂x

)

i

+ · · ·

ui−1,j = u(xi −∆x, uj) = ui,j −∆x

(
∂u

∂x

)

i

+ · · ·

これから

ui+1,j − ui−1,j = 2∆x

(
∂u

∂x

)

i

+ · · ·

が得られる。両辺を 2∆xで割って，高次の項を無視すれば
(

∂u

∂x

)

i

=
ui+1,j − ui−1,j

2∆x

となり，ui+1,j , ui−1,j の両隣りが関係していることがわかるね。変数 yについての微分もまった

く同じだ。2階微分についても同様のことが言える。

　さて，ファインマンは“場”というものを考えずに，時空間を一気に眺めわたして粒子の経路

の性格を規定しようと取り組んだ。その結果，最小作用の原理から粒子の運動方程式を導くこと

に成功したんだ。

最小作用の原理というのは、解析力学で学習したと思うが，「物体の運動は作用積分と呼ばれる

量を最小にするような経路に沿って実現される」というものだった。作用積分を S，Lをラグラ

ンジアンとすると，Sは

S =
∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt, L = T − V (1.3.1)

で表され，これが極値をとる経路，つまり

δS = δ

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt = 0 (1.3.2)

を満たす経路が実際に実現される経路であるというものだ。ラグランジアンLの中身はご存じの

ように運動エネルギー T からポテンシャルエネルギー V を差し引いたものだね。qと q̇は位置と

速度を表す。(1.3.2)は，数学的には変分法というやつで，変分 δS = 0より粒子の運動方程式と

なるオイラー・ラグランジュの方程式が得られる。



第 1話 古典電磁気学への果敢な挑戦 10

ところで，電磁場内の 1個の粒子の相対論的運動は，(1.3.1)のような L = T − V といった形

で表すことができず，次のようになることが知られている7。

S = −m0c
2

∫ t2

t1

(
1− v2

c2

)1/2

dt− e

∫ t2

t1

{φ(x, y, z, t)− v ·A(x, y, z, t)} dt (1.3.3)

m0は静止質量，φは電場E とE = −∇φの関係にあるスカラーポテンシャル，Aは磁場Bと

B = ∇×Aの関係にあるベクトルポテンシャルで，vは粒子の速度だね。

　ファインマンが見いだしたのは多数の粒子の相互作用を含む作用積分8で，ここでその式を書

かないが，彼は，「電子間の相互作用が先発と遅延と半々であるという事実のおかげで，簡潔な式

に書けることが分かった9。こういう次第で，古典電磁力学のすべてがこの非常に単純な式に含

まれることになりました。自己エネルギーの無限大はなくなっている。これこそは希望した解決

であり，古典電磁力学から無限大をなくすものでありました。」と述懐している10。

• コニー：「ご冗談でしょうファインマンさん（上）」には，この古典的理論がまとまったとき，師
のホイーラーからゼミをやることを勧められ，その時の状況が書かれているわね。ゼミの当日，

アインシュタインやパウリ，ラッセル，ウィグナーにノイマンといった大頭脳（モンスター・ブ

レイン）を前にして，「茶封筒からノートを取りだすとき，僕の手がどうしようもなくブルブル震

えたのを，今でもはっきり覚えている。」と書かれてあるわ。

さてどうなるのかしらと思って読み進めると，「ところが奇跡が起こった。僕はいったん物理の

ことを考えはじめ，自分の説明しようとしていることに考えを集中しさえすれば，他のものなど

みんな消し飛んでビクともしなくなるのだ。部屋の中にだれがいるかなど，きれいに忘れて何も

怖くなくなった。ひたすらこのアイデアを説明する。ただそれだけのことだった。」と書かれて

いるわね。まさに天才の集中力というか，凄い気迫を感じるわね。

• Ｋ氏：そうだね。電子の発見などでノーベル賞をとったイギリスの物理学者 J.J.トムソン（1856－

1940）には，「J.J.トムソンという秀れた物理学者は散歩をしながら思索にふける習慣があり、思

索が深まってくると道の真ん中で立ち止まってしまう。トムソンはケンブリッジの街で車の通行

をしばしば止めてしまうが，警官もトムソンを注意することはせず、彼が動くまで車の方を止め

ていた。」という逸話11が残っているね。

7非相対論的近似での作用積分は，v ¿ cより (1− v2/c2)1/2 .
= 1− v2/2c2 となるので

S =

Z t2

t1

»
1

2
m0v

2 − e(φ− v ·A)

–
dt =

Z t2

t1

Ldt

運動エネルギー T = (1/2)m0v
2，ポテンシャルエネルギー V = e(φ− v ·A)とすると，L = T − V とお馴染みの式になる。

突っ込んで知りたい方は HPの特殊相対性理論・第 4章 2節を参照されたい。
8この作用積分は 2つの異なる時刻における位置を含んでいて，これが量子論への移行の妨げになった。
9R.P.Feynmann, Rev. Mod. Phys. 20, 367(1948), ibid 76, 749, 769, (1949)

10引用の都合上，原文を一部改変しています。
11青柳恵介「風の男白洲次郎」（新潮文庫，平成 18年）
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　さて，話を戻して，ファインマンは古典理論でやったことを量子論に移しさえすれば，すべて

が解決するだろうと思った。ということで，ここらあたりで第 1話を終わることにしよう。
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第2話 量子論への移行

2.1 量子化への苦闘

• Ｋ氏：さて，量子論への移行の模索が始まるのだけど，通常，量子化は古典的運動量 px, py, pz

を px → −ih̄ ∂
∂x , py → −ih̄ ∂

∂y , pz → −ih̄ ∂
∂z という演算子に置き換えて，次の正準交換関係

[qi, pj ] = ih̄δij , [qi, qj ] = 0, [pi, pj ] = 0 (2.1.1)

が成立するようにすればよかった。いわゆる正準量子化という奴だね。詳しい説明はここでは省

略するけど，ハイゼンベルグ表示では q, pは時間に依存する演算子 qH(t),pH(t)となり正準交換

関係は“同時刻・正準交換関係”になる。

[qH(t),pH(t)] = ih̄ (2.1.2)

ということで，量子化の手続きは同時刻の交換関係が前提となるわけだ。

ファインマンはノーベル賞講演で,「古典論から量子論を作る仕方は一通りではありません。ど

の教科書も一通りのようなふりをしていますが，それはちがう。教科書に書いてあるのは，運動

量の変数を探しだして (h̄/i)(∂/∂x)で置きかえろということですけど，私の場合，運動量が見つ

からなかった。そんなもの存在しないのでした。」と言っている。ファインマンが見いだした作

用積分のラグランジアンには，“ 2つの異なる時刻”における位置を含んでいるので，従来の量子

化の処方箋が適用できない，という大きな壁にぶつかったんだ。

• コニー：「それはちがう。」と言い切るファインマンは，スカッ！として恰好いいわね。

• Ｋ氏：そうだね。今では，量子化の手法として正準量子化，ネルソンの確率力学による確率過程
量子化1，そしてファインマンの経路積分量子化が知られているけど，ファインマンが，量子化の

方法は一通りではないと言い切った背景に何を考えていたのか，興味があるね。それは兎も角と

して，お話を先に進めよう。

2.2 ナッソー酒場にて

• Ｋ氏：量子化の問題と格闘していたある日，ファインマンはプリンストンのナッソー (nassau)酒

場のパーティーに行った。そこでヨーロッパ（イギリス）からやってきた物理学者ハーバート・

ジェール (1907－ 1983)に合った。ジェールはファインマンの傍に座って，「君は何をしているの
1保江邦夫「BLUEBACKS・Excelで学ぶ量子力学」（講談社，2001）
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かね？」と尋ねた。ファインマンは「ビールを飲んでいます。」と答えてから，彼は自分の仕事に

ついて知りたがっていることに気付き，これこれの問題と格闘していますと話したんだね。

ファインマンは彼の方を振り向いて「どうでしょう，行列力学や波動力学のようにハミルトニア

ンを含む微分方程式から出発するのではなく，ラグランジアンについての最小作用の法則から出

発して量子力学をやる方法を何かご存じありませんか？量子力学に作用積分が入ってくるやつで

す。」「いや，知りませんな。。。しかし，最小作用の法則はでてこないが，少なくともラグランジ

アンがでてくる量子力学についての論文をディラックが書いていますね。明日にでもその論文2を

お目にかけましょう。」という会話を交わし，翌日プリンストンの図書館で，ジェールはその論

文をファインマンに見せた。

2.3 ディラック論文に啓発され 経路積分の発見へ

• Ｋ氏：いよいよドラマはクライマックスを迎える。ディラックの論文をファインマンが見た。

• コニー：エッ！とファイマンは閃光をみた感じだったでしょうね。ディラックの論文の中身が気
になるわ。

• Ｋ氏：うん，そうだね。ファインマンは次のように述懐している。『ディラックがいっていたの
は，次のようなことです。量子力学には，ある時刻の波動関数を別の時刻に移す働きをする重要

な量がある。それは積分核の形をしていて，それをK(x′, x)と呼ぶことにすれば，これは時刻 t

に与えられた波動関数 ψ(x, t)を時刻 t + εtの波動関数 ψ(x′, t + ε)に写す。

ψ(x′, t + ε) =
∫ ∞

−∞
K(x′, x)ψ(x, t)dx (2.3.1)

ディラックが指摘したのは位置 x, x′が tと t + εに対応するとき，この関数Kが，古典力学にお

けるラグランジアン L(ẋ, x)に iε/h̄を掛けて指数関数の肩にのせたものに似ているということ

です。すなわちK(x′, x)が

exp
[
iε

h̄
L

(
x′ − x

ε
, x

)]
(2.3.2)

に似ている3。』。

ディラックの論文には確かにラグランジアンが登場してはいるが，それはファインマンが求め

ていたような最小作用の原理から出発して量子力学を与えるものではなかった。ファインマンは

次のように述懐している。『ジェール教授がこの論文を示し，私が読み，彼は説明を加え— そし

て私がこう言いました。“似ているといったのは，ディラック先生どういうつもりでしょうかね。

「似ている」ということの意味はなんですか？そんなことをいってなんの役に立つのでしょう？

「アメリカ人は困ったものだ。何を見ても使い道ばかり気にして！」と彼。私は，ディラックは

二つは等しいというつもりだったのにちがいないと思って，彼にそう申しました。「いや，いや,

2P.M.Dirac：TheLagrangians in quantum mechanics，Phys. Zeit. der Sowjetunion 3, 64, 1933
3(x′ − x)/εは ε → 0で ẋになりますね。もっとも Diracは「ラグランジアン Lを古典的な座標と速度の関数ではなく，

時間 tでの座標と時間 t + εでの座標の関数として考えるべきであることを示唆している」と述べている。
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ディラックは等しいなんていっていないよ」。そこで私は，「よろしい。もし等しいとしたらどう

なるか。まぁやってみましょう」と黒板に向かった。』

• コニー：このあたりのやり取りは迫力あるわね。

• Ｋ氏：うん。ということで，ファインマンはもっとも簡単な例としてポテンシャル V の中の 1粒

子の運動を取り上げ，ラグランジアンを L = (1/2)Mẋ2 − V (x)，比例定数をAとして

K(x′, x) = A exp
[
iε

h̄
L

(
x′ − x

ε
, x

)]

ψ(x′, t + ε) =
∫

dxK(x′, x)ψ(x, t)

= A

∫
dx exp

[
iε

h̄
L

(
x′ − x

ε
, x

)]
ψ(x, t) (2.3.3)

と書いて，テイラー展開をやった。すると，シュレーディンガー方程式が飛びだしてきたではな

いか。参考までにその計算プロセス4を書いておく。見やすくするために変数を x′ → x, x → yと

書きかえると，(2.3.3)は

ψ(x, t + ε) = A

∫ ∞

−∞
dy exp

[
iε

h̄
L

(
x− y

ε
, y

)]
ψ(y, t)

= A

∫ ∞

−∞
dy

{
exp

[
iε

h̄

m

2

(
x− y

ε

)2
]
× exp

[
− iε

h̄
V

(
x + y

2

)]}
ψ(y, t)

= A

∫ ∞

−∞
dy

{
exp

[
i

h̄

m

2
(x− y)2

ε

]
× exp

[
− iε

h̄
V

(
x + y

2

)]}
ψ(y, t) (2.3.4)

となる。ただし，ポテンシャル V は xと yの中間点での値を用いている。

右辺の第 1項の exp[(i/h̄)m(x− y)2/2ε]は ε → 0で非常に大きな値となり，位相5が大きくなると

激しく振動するので，yで積分すればプラス・マイナス打ち消し合って 0になる。しかし，x− y

の値が小さい時，いいかえると yが xに近いときに限り，位相は小さく振動は穏やかになるので，

その領域では積分はゼロにはならない。そういうことから，y = x + ηとおいて，ηが小さい所だ

けが積分の主要な寄与を与えることになる。y = x + ηを (2.3.4)に入れると

ψ(x, t + ε) = A

∫ ∞

−∞
dη exp

(
imη2

2h̄ε

)
× exp

[−iε

h̄
V

(
x +

η

2

)]
ψ(x + η, t) (2.3.5)

となる。具体的に ηの大きさだが，指数因子 exp(imη2/2h̄ε)の位相は η ∼
√

2h̄ε/mのときに 1

ラジアン程度の大きさになることから，ηとしてはこの程度6をとれば十分だろう。

ψをテイラー展開し，左辺は εの 1次の項までとると

ψ(x, t + ε) = ψ(x, t) + ε
∂ψ

∂t
(2.3.6)

4北原和夫訳，R.P.ファインマン，A.R.ヒップス「量子力学と経路積分」（みすず書房，2001)参照。
5eiθ = cos θ + i sin θ を思い出されたい。
6微小時間 ε の間に電子が移動する距離 η は

p
2h̄ε/m 程度。h̄ = 1.05 × 10−34 m2Kg/s, m = 9.11 × 10−31Kg なので

η ∼ 10−2√ε[m]。仮に ε ∼ 10−10[s]とすれば η ∼ 1000Åとなろうか。
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右辺は εの 1次，ηの 2次までとると

　 A

∫ ∞

−∞
dη exp

(
imη2

2h̄ε

)
× exp

[−iε

h̄
V

(
x +

η

2

)]
ψ(x + η, t)

' A

∫ ∞

−∞
dη exp

(
imη2

2h̄ε

)
×

[
1− iε

h̄
V

(
x +

η

2

)](
ψ + η

∂ψ

∂x
+

1
2
η2 ∂2ψ

∂x2

)

' A

∫ ∞

−∞
dη exp

(
imη2

2h̄ε

)[
1− iε

h̄

(
V +

η

2
dV

dη

)](
ψ + η

∂ψ

∂x
+

1
2
η2 ∂2ψ

∂x2

)

' A

∫ ∞

−∞
dη exp

(
imη2

2h̄ε

)(
1− iε

h̄
V

)(
ψ + η

∂ψ

∂x
+

1
2
η2 ∂2ψ

∂x2

)
(2.3.7)

= A

(
1− iε

h̄
V

) ∫ ∞

−∞
dη exp

(
imη2

2h̄ε

)(
ψ + η

∂ψ

∂x
+

1
2
η2 ∂2ψ

∂x2

)
　 (2.3.8)

となる。(2.3.8)の左辺と右辺の微小量によらない主要項をとりだすと，

ψ(x, t) = A

∫ ∞

−∞
dη exp

(
imη2

2h̄ε

)
ψ(x, t) = A

(
2πih̄ε

m

)1/2

ψ(x, t) (2.3.9)

を得る。ただし，ガウス積分の複素変数バージョンである次の公式
∫ ∞

−∞
dxeiαx2

=

√
iπ

α
(2.3.10)

を使った。ε → 0で (2.3.9)の両辺が一致するためには，係数Aは

A

∫ ∞

−∞
dη exp

(
imη2

2h̄ε

)
= A

(
2πih̄ε

m

)1/2

−→ A =
(

2πih̄ε

m

)−1/2

(2.3.11)

でなければならない。

(2.3.8)の右辺の ηの 1次の項は，被積分関数が ηの奇関数になっているので

A

∫ ∞

−∞
dηeimη2/2h̄εη = 0 (2.3.12)

ηの 2次の項は，(2.3.10)を αで微分して
∫ ∞

−∞
dxx2eiαx2

=
i

2

√
πiα−3/2

α = m/2h̄εを代入すると

A

∫ ∞

−∞
dηeimη2/2h̄εη2 =

ih̄ε

m
(2.3.13)

以上の結果より (2.3.5)は

ψ + ε
∂ψ

∂t
= ψ − iε

h̄
V ψ − h̄ε

2im

∂2ψ

∂x2
(2.3.14)

となり，εの 1次のオーダーで次のシュレーディンガー方程式がでてくる。

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) =

[
− h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ(x, t) (2.3.15)

• コニー：なるほど。しかし，この方程式は微小時間における波動関数の時間変化を表しているだ
けね。
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• Ｋ氏：そうなんだ。そのことはすぐ後で触れるとして，モノごとを思弁的に考えない，とにかくやっ
てみようというファインマンの真骨頂発揮といったところだね。「私は，ジェール教授のほうに向き

直って，よくはわからぬままにこう言いました。このとおり。ディラック教授は二つが比例している

というつもりだったのです。ジェール教授の目が飛び出した。— 彼はちっちゃな帳面をとりだし

黒板の計算を写しとっていました。」とファインマンは述べている7。

さて，これで少なくともラグランジアンと量子力学との橋渡しはできた。

ψ(x′, t + ε) = A

∫ ∞

∞
e

i
h̄

εLψ(x, t)dx (2.3.16)

しかし無限小の時間だけ離れた波動関数という制約付きで，有限の時間だけ後の波動関数を計算

したいときにはどうしたらよいか。この答えは，「たしか一日かそこらあと，ベッドに横になって

いたとき」に思いついた。無限小の時間を無数に積み重ねていけば有限の時間になる！

0から tまでの時間幅を n等分する。そして nを無限大にすれば分割された時間幅 t/nは無限

小になる。まず，0から t/nまでの無限小時間での波動関数は (3.1.6)より

ψ(x1, t/n) = A

∫ ∞

−∞
e

i
h̄

t
n

Lψ(x0, 0)dx0 (2.3.17)

となるね。次に t/nから 2t/nまでの区間を考えると，時間 2t/nでの波動関数は

ψ(x2, 2t/n) = A

∫ ∞

−∞
e

i
h̄

t
n

Lψ(x1, t/n)dx1 = A2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e

i
h̄

t
n

Le
i
h̄

t
n

Ldx0dx1 (2.3.18)

となるだろう。以下，それを n回繰り返し，t = nt/tのときの波動関数を ψ(x, t)とすると

ψ(x, t) = An

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
e

i
h̄

t
n

L · e i
h̄

t
n

L · · · e i
h̄

t
n

Lψ(x0, 0)dx0dx1 · · · dxn−1

と表すことができる。ただし，(3.1.7)は無限小の時間間隔について成り立つので，正しい結果を

得るためには n →∞の極限をとらなければならない。

ψ(x, t) = lim
n→∞An

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
e

i
h̄( t

n
L+ t

n
L+···+ t

n
L)ψ(x0, 0)dx0dx1 · · · dxn−1 (2.3.19)

n →∞での t/nは無限小時間間隔なので dtに置きかえると，指数関数の肩の部分はラグランジ

アンの時間積分で表すことができ，これは作用積分 Sだった。

lim
n→∞

(
t

n
L +

t

n
L + · · ·+ t

n
L

)
=

∫ t

0
Ldt = S (2.3.20)

ということで，(3.1.14)は

ψ(x, t) = lim
n→∞An

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
e

iS
h̄ ψ(x0, 0)dx0dx1 · · · dxn−1 (2.3.21)

となる。ところで，時刻 t = 0で粒子は位置 x0で固定されているので，x0での積分は行わず

ψ(x, t) = lim
n→∞An

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
e

iS
h̄ ψ(x0, 0)dx1 · · · dxn−1 (2.3.22)

7後年 (1965年），ファインマンはジェールからのノーベル賞受賞祝いの葉書の返事に「拝啓 ジェール博士 お祝いのはが
きをありがとうございました。これもすべてプリンストン大学の図書館で，あなたがディラックの論文を見せてくださったお
かげです。感謝しています。」と手紙で返信をしている。（ファインマンの手紙:ソフトバンク クリエイティブ（株），2006）。
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と書ける。これから，ある時刻の波動関数と有限時間後の波動関数との関係は iS/h̄の指数関数

を作り，無限個の積分を繰り返す（あらゆる経路についての積分をする）ことによって得られる

ということになるわけだ8。

“遂に，量子力学を作用積分 Sによって直接に表すことに成功した。”

とファインマンの口吻冷めやらぬ様子が伝わってくるようだね。

• コニー：そうね。。。まとめるとどうなるのかしら。

• Ｋ氏：え～っと．．．そうだね，HPの「Diracの量子力学を読む (0)」のレポートにも書いている

んだけど，量子力学では状態 φからスタートして状態 χに至る確率振幅は 〈χ|φ〉で表されるね。
ところで，レポートにマルチスリットの例を上げているけど，φから χへ至る経路はいろいろな

経路があり，〈χ|φ〉の中身は，χから基本状態の 1つである iに移る振幅と，その状態から χに

移る振幅の積の和となり，次にように表される。

〈χ|φ〉 = 〈χ| 1〉 〈1|φ〉+ 〈χ| 2〉 〈2|φ〉+ · · · =
all∑

i

〈χ| i〉 〈i|φ〉,
all∑

i

|i〉 〈i| = 1 (2.3.23)

いま，出発点 (x0, t0)から到達点 (xn, tn)に至る経路は無数あるけど，すべての経路が同じだけ

寄与するわけではなく，それぞれの経路に沿った指数関数 e
iS
h̄ が重みとして掛っている。つまり，

出発点の波動関数 ψ(x0, 0)に，すべての可能な経路に対しての重みをつけ，それらを足し合わせ

ることにより時間 tでの波動関数 ψ(x, t)が得られるということだね。

• コニー：なるほど。イメージ的に捉えると，時刻 tを固定したとき，その時刻での経路は無数に

あるわけね。それらの和は無限積分で表されるということなのね。

• Ｋ氏：そうだね。ファインマンは，すべての可能な経路についての和をとるという意味の積分演
算子

∫ xn

x0

Dx(t) = lim
n→∞An

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
dx1 · · · dxn−1

= lim
n→∞An

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞

n−1∏

i=1

dxi (2.3.24)

を定義した。これを使うと (2.3.21)は

ψ(x, t) =
∫ xn

x0

Dx(t)e
iS
h̄ ψ(x0, 0) (2.3.25)

と表される。したがって，a → bへの確率振幅K(b, a)は

K(b, a) =
∫ b

a
Dx(t)e

iS
h̄ (2.3.26)

8R.P.Feynman, Space-TimeApproach toNon-Relatuvistic QuantumMechanics 20,367,Rev. ofMod. Phys(1948)
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t0

t1

t2

tn

x

t

x0 xn

出発点

到達点

出発点から到達点に至る

途中の経路は無数にある。

各経路に作用 Sの指数関数

時間軸方向の変化は作用積分 S =
∫

Ldtで

同時刻の可能な経路についての和は
∫ Dx(t)で

この双方の合体で波動関数の時間変化が表される。

e
iS
h̄ の重み付けて足し合わせる

と表すことができる。これを経路積分による量子化という。(2.3.26)をファインマンは経路積分

と呼んだ9。K(b, a)はファインマン核と呼ばれる。今後，(2.3.26)の式が活躍することになる。

ところで，経路に付随する重み e
iS
h̄ に話を戻すと，これは e

iS
h̄ = cos(iS/h̄) + i sin(iS/h̄)と表

されるね。iS/h̄は位相で，h̄は極めて小さい定数なので，一般に激しく振動する。したがって，

cos θ θ −→大

∫ 1.5π

π
cos x = −1

∫ 1.5π

π
cos 20x = −5.4× 10−16 ' 0Ex.

積分
∫ Dx(t)eiS/h̄は，ほとんどの経路については打ち消し合って 0になってしまうが，唯一積分

に寄与するのは Sが最小となるような経路（作用積分
∫

Ldtが停留値となる古典経路）だけとい

うことになる。つまり，h̄ → 0の極限では作用積分が停留値をとる古典経路 xclだけが (2.3.26)に

寄与する。しかし，量子論では，h̄はゼロでない有限の値をもつので，実現される経路としては

S[xcl(t) + δx(t)] ≈ h̄ (2.3.27)

程度の周辺の経路からの寄与も無視できない。量子力学では実現経路の回りの拡がり（量子的揺
9R.P.ファインマン，A.R.ヒップス「量子力学と経路積分」(P.33)
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らぎ）が寄与してくる。明確な一本の経路ではなくその回りに少しぼやけた経路で表されるとい

うわけだ。数学的に言うと，この領域にある経路は 1次で Sは変化しない（δS = 0）。このあた

りの詳しい話は第 4話でやる予定だ。

xcl：古典的経路

δx(t)：量子的揺らぎ

x0

xn

以上で第 2話を終わろう。少しゴタゴタした計算がでてきて疲れたと思うけど，ゆっくりフォ

ローすればとくに難しくはないと思う。もっとも怪しい議論や明らかな過ちを見つけたら，そっ

と指摘していただけると嬉しい。

尚，脚注に載せたファインマンやディラックの論文は，インターネットで pdfファイルを自由

に入手できる。興味があれば試してみるといいだろう。

• コニー：お疲れさまでした。ちょっと計算が多くて閉口しそうになったけど，ファインマンの経
路積分のイメージが大分固まってきたわ。論文は，また機会があればチェックしてみるわね。

• Ｋ氏：少し形式的な展開が続いたので，第 3話は自由粒子などを例に取り上げてファインマン核

を求める具体的な計算をやる予定だ。計算量が多くて大変になるかもしれないけど，計算のプロ

セスに留意していけばいいと思う。それではお楽しみに～。

—————————————–

え～っと，ついでに老婆心ながら次の補足もしておこう。無論，不要なら読み飛ばしてもOK。

【補足】：ディラックの「量子力学・原初第 4版」（1971，岩波書店)§32．作用原理（P167)のと

ころに，このあたりの議論が書かれているので，手短に紹介しておこう。時刻 t1での粒子の座標

の固有値を qとし，それから後の時刻時刻 t2での座標の固有値を q′としよう。そうすると

〈q′, t2|q, t1〉 (2.3.28)

は，時刻 t1で観測された座標が qという値をもつとき，時刻 t2で座標が q′という値をもつこと

の確率振幅を与える。量子力学ではこれを q → q′へ遷移する確率振幅10と呼んでいるが，確率振

幅の 2乗 |〈q′, t2|q, t1〉|2は存在確率だ。 ディラックは (2.3.28)を

〈q′, t2|q, t1〉 = eiS/h̄ (2.3.29)
10ディラックは，異なる時刻での 2つの基底ケットを結ぶ変換関数と呼んでいる。
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とおいて，q, q′の関数 Sを定義し，(2.3.29)はシュレーディンガー方程式の解になることを示し

た。この段階で，アッ！Sは作用積分だと早とちりしてはいけない。あくまで関数 Sだ。

さて，シュレーディンガーの波動方程式の解を

ψ = AeiS/h̄, (A,S：実関数) (2.3.30)

とおいて，̄h → 0の極限をとると，シュレーディンガー方程式は古典力学のハミルトン・ヤコビの方

程式になるが，このことは，以下のようにしてわかる。A,Sを q, tの実数関数11とし，ψ = AeiS/h̄

をシュレーディンガー方程式 ih̄∂ψ/∂t = Hψに入れると

ih̄
∂A

∂t
eiS/h̄ −AeiS/h̄ ∂S

∂t
= H(q, p, t)Aeis/h̄ (2.3.31)

となり，両辺に左から e−iS/h̄を掛けて整理すると

ih̄
∂ϕ

∂t
− ∂S

∂t
A = e−iS/h̄H(q, p, t)eiS/h̄A (2.3.32)

が得られる。ここで公式12

[p, f(q)] = −ih̄
∂f(q)

∂q
(2.3.33)

を使えば

[p, eiS(q,t)/h̄] = −ih̄
∂eiS/h̄

∂q
=

∂S

∂q
eiS/h̄ −→ p eiS/h̄ − eiS/h̄p =

∂S

∂q
eiS/h̄ (2.3.34)

となり，これから

e−iS/h̄p eiS/h̄ = p +
∂S

∂q
=

h̄

i

∂

∂q
+

∂S

∂q
(2.3.35)

したがって

e−iS/h̄H(q, p, t)eiS/h̄ = H

(
q,

h̄

i

∂

∂q
+

∂S

∂q
, t

)
(2.3.36)

と表せるので，(2.3.32)は

ih̄
∂A

∂t
− ∂S

∂t
A = H

(
q,

h̄

i

∂

∂q
+

∂S

∂q
, t

)
A (2.3.37)

となり，h̄ → 0の極限をとれば，シュレーディンガー方程式は

∂S

∂t
+ H

(
q,

∂S

∂q
, t

)
= 0 (2.3.38)

と古典力学に登場するハミルトン・ヤコビ方程式となる。

• コニー：そういえば，高林武彦「量子論の発展史」（中央公論社，昭和 52年）の第 8章に，1926

年に発表された第 1論文「固有値問題としての量子化」の中で登場するシュレーディンガーの波

動方程式は，ハミルトン・ヤコビの方程式から出発して見いだされたという経過が詳しく解説さ

れていたわね。
11Aは確率密度の平方，∇S は確率の流れに比例した量になるので，共に実関数でないと具合悪いことになる。J.J.Sakurai

「現代の量子力学 (上)P136参照。
12ディラック「量子力学・原書第 4版」�§22(P123)参照。
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• Ｋ氏：そうだね。その本には「シュレーディンガーがこの第１論文で波動方程式を導いたやり方
は高踏的であるが，それは彼が最初，実際にそれを見いだした方法ではおそらくないと想像され

る。」とも書かれている。第 1級の物理学者もいろいろ模索と苦闘をしているわけだね。。。

まっ，そのことは兎も角として話を戻すと，古典力学で Sは作用積分と呼ばれ，系のラグラン

ジアン Lとは

S =
∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt (2.3.39)

の関係にあった13。ディラックは同書の中で「こうして (2.3.29)で定義された Sは，量子論で古

典論の作用関数に似たものであり，h̄ → 0の極限でそれに一致する。」。

関数 S：(h̄ → 0) −→作用積分：S古典力学 =
∫ t

t0

L(t′)dt′ (2.3.40)

と書いている。そして次の記述が重要だ。「量子論で古典論の
::::::::::::::::::::::::::::::
ラグランジュ関数に似たものを求

めるには，t = t0 + δtとおいて時間の隔たりが無限に小さい場合を考えてみる。すると eiL(t0)δt/h̄

に似たものとして 〈q′t0+δt|q′t0〉が得られる。」。

ディラックは，前出の「量子力学におけるラグランジアン」という論文の中で，t = t0と t = t0+δt

の無限小時間での波動関数の時間変化 〈q′, t0 + δt|q, t0〉は eiεL(t0)/h̄に
::::::::::::::
対応していると書いている

だけなんだね（ファインマンはそれを“似ている”と表現したが）。繰り返しになるけど，ラグ

ランジアンが登場してはいるが，それはファインマンが求めていたような最小作用の原理から出

発して量子力学を与えるものではなかった。

（補足終わり）

13HPの解析力学のレポート等を参照。
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第3話 ファインマン核を求める

3.1 1次元自由粒子

• Ｋ氏：1次元の自由粒子についてファインマン核を求めていこう。自由粒子のラグランジアンは

L =
m

2
ẋ(t)2　 (3.1.1)

ファインマン核は

K(b, a) = An

∫∫
· · ·

∫
dx1 · · · dxN−1 exp


 im

2h̄ε

N−1∑

j=0

(xj+1 − xj)2




= An

∫∫
· · ·

∫
dx1 · · · dxN−1

N−1∏

j=0

exp
[

im

2h̄ε
(xj+1 − xj)2

]

= An

∫∫
· · ·

∫
dx1 · · · dxN−1

N−1∏

j=0

exp
[
−α

2
(xj+1 − xj)2

]
,

(
α = − im

εh̄

)
(3.1.2)

具体的に計算をする際に使う公式を先にあげておく。

公式：
∫ ∞

−∞
dxea(x1−x)2eb(x2−x)2 =

√ −π

a + b
exp

[
ab

a + b
(x1 − x2)2

]
(3.1.3)

まず，x1に関係する部分を取り出し x1について積分を行うと

　
∫ ∞

−∞
dx1 exp

[
−α

2
(x2 − x1)2

]
· exp

[
−α

2
(x1 − x0)2

]

=
√

π

α
exp

[
−α

4
(x2 − x0)2

]
(3.1.4)

上の結果を反映し，x2について積分を行うと

　
∫ ∞

−∞
dx2

√
π

α
exp

[
−α

4
(x2 − x0)2

]
· exp

[
−α

2
(x3 − x2)2

]

=

√(π

α

) (
4π

3α

)
exp

[
−α

6
(x3 − x0)2

]
(3.1.5)
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上の結果を反映し，x3について積分を行うと

　
∫ ∞

−∞
dx3

√(π

α

) (
4π

3α

)
exp

[
−α

6
(x3 − x0)2

]
· exp

[
−α

2
(x4 − x3)2

]

=

√(
2π

2α

)(
4π

3α

)(
6π

4α

)
exp

[
−α

8
(x4 − x0)2

]
(3.1.6)

以下，同様にしてこれを繰り返し，xN−1について積分を行うと，ルートの部分は
√

(2π)N−12 · 3 · 4 · · · (N − 1)
αN−12 · 3 · 4 · · · (N − 1) ·N =

√
(2π)N−1

αN−1 ·N =
(

2π

α

)N−1
2

N− 1
2

指数関数の部分は初項 4，公差 2の等差級数でN − 1項目は 2N となるので

exp
[
− α

2N
(xN − x0)2

]

ということで (
2π

α

)N−1
2

N− 1
2 exp

[
− α

2N
(xN − x0)2

]
(3.1.7)

を得る。求めるファインマン核は

K(b, a) =

[
A

(
2π

α

) 1
2

]N (
2πN

α

)− 1
2

exp
[
− α

2N
(xN − x0)2

]
] (3.1.8)

ここで，A =
(

2πih̄ε
m

)− 1
2 , α = − im

εh̄ , xN = xb, x0 = xa, Nε = tb − taを (3.1.8)に入れて

K(b, a) =
√

m

2πih̄(tb − ta)
exp

[
i

h̄

m(xb − xa)2

2(tb − ta)

]
= F (t) exp

[
i

h̄

m(xb − xa)2

2(tb − ta)

]

ただし， F (t) =
√

m

2πih̄(tb − ta)
(3.1.9)

を得る。F (t)は時間差のみの関数1。

• コニー：いま求めたファインマン核は自由粒子が a点から b点に行く確率振幅を与えるのね。

• Ｋ氏：そうだね。K(b, a)を作用積分 Sclを使って表しておこう。ラグランジアンL = mẋ2/2，外

力がないからmẍ = 0を頭に入れておくと

Scl =
∫ tb

ta

dtL =
∫ tb

ta

dt
m

2
ẋ2 =

m

2

{[
xẋ

]xb

xa

−
∫ tb

ta

dtxẍ

}
=

m

2
(xbẋb − xaẋa) (3.1.10)

等速運動するので ẋb = ẋa = (xb − xa)/(tb − ta)，これを上の式に入れて整理すると

Scl =
m

2
(xb − xa)2

tb − ta
(3.1.11)

1第 4話で詳しく説明するが，ラグランジアンが 2次形式で表せる場合には，K(b, a)は (3.1.12)のように時間だけの関
数 F (T )を除いて古典的軌道によって決定されるという特徴を持つ。
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これは (3.1.9)の指数関数の [ ]内の関数だ。ということで

K(b, a) =
√

m

2πih̄(tb − ta)
exp

[
i

h̄
Scl

]
= F (T ) exp

[
i

h̄
Scl

]
(3.1.12)

K(b, a)は自由粒子が a(xa, ta)点から b(xb, tb)点に行く確率振幅なので，a点から b点に到る確率

を P (b, a)とすると，P (b, a)はK(b, a)の絶対値の 2乗で与えられる。

P (b, a) = |K(b, a)|2 (3.1.13)

• コニー：量子力学を習うと「古典的軌道という概念は捨てなさい」ということをまず叩き込まれ，
その後，雲をつかむような話へとつながっていくわけだけど，ファインマンの経路積分ではイメー

ジしやすい古典的軌道が復活してくるのね。そうすると，時間だけの関数 F (t)は一体何を意味

するのかしら。

• Ｋ氏：この詳しい話は第 4話でやる予定だが，答えを先にいってしまうと，量子的揺らぎを意味

しているんだ。第 2話で xcl回りの少しぼやけた軌道の話をしただろう，そいつにあたるんだね。

さて，(3.1.9)の意味を調べてみよう。a点を便宜上時空間の原点 (0, 0)にとり b点を b = (x, t)

とすると

K(x, t; 0, 0) =
√

m

2πih̄t
exp

[
i

h̄
Scl

]
=

√
m

2πih̄t
exp

(
imx2

2h̄t

)
(3.1.14)

K(x, t, 0, 0)は t = 0で x = 0に存在した粒子がどのような状態に遷移（移り変わる）するかを与

える。時間 tを固定し，距離 xの関数としてK の実数部を描くと下図になり2，原点から遠くな

れば激しく振動する。

x

Re(K)

0

いま，振動が正弦波のように振る舞う領域（x À λ）を考える。確率振幅K(x, t; 0, 0)の位相は

φ =
Scl

h̄
=

mx2

2h̄t
(3.1.15)

位置 xと x + λの間で位相 φが 2πだけ増えるという条件を課してみよう。そうすると

　 2π =
m(x + λ)2

2h̄t
− mx2

2h̄t
=

λx

h̄t
+

mλ2

2h̄t
' λx

h̄t

... λ =
2πh̄

m(x/t)
=

h

m(x/t)
(3.1.16)

2虚数部は 90°だけ位相がずれた類似の波になる。
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が得られる。古典力学では時間 tで原点から距離 xまで運動する粒子は速度 x/tと運動量mx/t

をもつね。量子論的な効果が表にでず古典物理学がよい近似になっている場合，粒子の運動量は

古典的運動量 p = mx/tで近似できるので，(3.1.16)は

λ =
h

p
(3.1.17)

と表せる。これはいわゆるド・ブロイ波長だ。波数 k = 2π/λを使うと運動量は

p = h̄k (3.1.18)

これはド・ブロイの公式だね。

• コニー：時刻 tで粒子は運動量 p（波長 λ = h/p）の物質波になっているというわけね。

• Ｋ氏：そうだね。え～っと，(3.1.18)の関係式を一般的な議論から導いてみよう。波長（位置）λ

ならば位相は 2πだね。だから単位長さあたりの位相は 2π/λで，これは波数 kで表される。

k =
2π

λ
(3.1.19)

終点 xbが単位長さだけ変位するときの位相 φの変化は ∂φ/∂xbで，これは波数 kに等しいので

k =
∂φ

∂xb

=
1
h̄

∂Scl

∂xb

(3.1.20)

ところで，古典力学によれば ∂Scl/∂xbは終点xbにおける粒子の運動量 pbを表した3ので，(3.1.20)

から

p = h̄k (3.1.21)

が得られるというわけだ。

次に，時間について見ていこう。距離を固定して時刻を変えていく。位相が 2πだけ増えるの

に必要な時間は周期 T だね。いま，十分長い時間が経過（t À T）した場合を考え，時刻が tか

ら T だけ経過したときに位相 φが 2πだけ変化するとすると

　 2π =
∣∣∣∣

mx2

2h̄(t + T )
− mx2

2h̄t

∣∣∣∣ =
mx2

2h̄t2

(
T

1 + T/t

)
' mx2

2h̄t2
T

... T ' 2π
2h̄t2

mx2
(3.1.22)

角振動数 ω = 2π/T を入れると

ω ' m

2h̄

(x

t

)2
(3.1.23)

が得られる。古典的運動エネルギーをEとすると，E = 1
2m(x/t)2なので，(3.1.23)から

E = h̄ω (3.1.24)

3pb =
∂Scl

∂xb

詳しくは数学コーナーの「変分法談義 第 5話：ハミルトン・ヤコビの方程式」を参照。
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というアインシュタインの関係式が得られる。この関係式も一般的な議論から導こう。終点の時

刻 tbにおける位相の時間変化 ∂φ/∂tbは振動数 ωとなるので

ω = −∂φ

∂tb
= −1

h̄

∂Scl

∂tb
(3.1.25)

ところで，古典力学によれば−∂Scl/∂tはエネルギーEを与える4ので

E = h̄ω (3.1.26)

となる。

• コニー：ファインマン核から粒子の波動性がでてきた点が面白いわね。

• Ｋ氏：そうだね，a → bに達するさまざま経路に位相因子 e
iS
h̄ の重みをつけて足し合わせた結果

として，波動的な性質が現れるということだね。

• コニー：なるほど。今までのお話をまとめると，経路積分法は古典力学の観点から電子の振る舞
いを理解することができる特徴を持つということか。。

• Ｋ氏：ついでに，経路積分では正準交換関係 [x, p] = ih̄がガウス分布の揺らぎの幅として自然に

でてくることを示しておこう。 x = xb − xa, t = tb − ta, σ =
√

ih̄t
m とおくと (3.1.9)はガウス分

布の式になる。

K(b, a) =
√

m

2πih̄(tb − ta)
exp

[
i

h̄

m(xb − xa)2

2(tb − ta)

]

=
1√
2πσ

e−
x2

2σ2 (3.1.27)

σはガウス分布のゆらぎの幅だ。m = 1として x2の期待値（平均値）は

〈x2〉 = σ2 = ih̄t

さて，運動量を (xi − xi−1)/εと表すと

[x, p] −→ xi(xi − xi−1)
ε

− xi−1(xi − xi−1)
ε

=
(xi − xi−1)2

ε

(xi − xi−1)2はガウス分布で平均すると∼ ih̄εとなるので

[x, p] =
(xi − xi−1)2

ε
' ih̄

となり，正準交換関係がでてくる。

• コニー：正準交換関係からハイゼンベルグの不確定性原理がでてくるわね。

4前出のレポート参照。
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• Ｋ氏：この節の最後に，一定の力 F の下にある粒子の古典的作用積分 Sclを求めておこう。ラグ

ランジアンを

L =
mẋ2

2
− Fx (3.1.28)

とする。古典的作用積分は

Scl =
∫ tb

ta

Ldt =
∫ tb

ta

(
mẋ2

2
− Fx

)
dt (3.1.29)

オイラーラグランジュの方程式より

d

dx

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0 −→ mẍ + F = 0 (3.1.30)

(3.1.30)を xについて解いて

x = − F

2m
t2 + c1t + c2 (3.1.31)

積分定数は境界条件 (xa, ta), (xb, tb)を上式に入れた連立方程式を解いて




tac1 + c2 = xa +
F

2m
t2a

tbc1 + c2 = xb +
F

2m
t2b

−→





c1 =
xb − xa

T
+

F

2m
(tb + ta)

c2 =
xatb − xbta

T
− F

2m
tbta

　 (T = tb − ta)　 (3.1.32)

と得られる。これを (6.2.16)に入れて整理すると

x =
F

2m
(tb − t)(t− ta) +

(t− ta)xb + (tb − t)xa

T
(3.1.33)

を得る。tで微分して

ẋ =
F

2m
((tb − t)− (t− ta)) +

xb − xa

T
(3.1.34)

さらに 2乗をとると

ẋ2 =
F 2

4m2

(
(tb − t)2 + (t− ta)2 − 2(tb − t)(t− ta)

)

+
(xb − xa)2

T 2
+

F (xb − xa) ((tb − t)− (t− ta))
mT

(3.1.35)

(3.1.34),(3.1.35)を (6.2.15)に入れて積分を実行すると，作用積分は

Scl =
m

2T
(xb − xa)2 − FT

2
(xb + xa)− F 2T 3

24m
(3.1.36)

と求まる5。ちなみに，ファインマン核K(b, a)は

K(b, a) =
√

m

2πih̄T
exp

[
i

h̄

m(xb − xa)2

2T
− i

2h̄

{
FT (xb + xa) +

F 2T 3

12m

}]
(3.1.37)

となることが示される（→第 4章参照）。

5手計算は大変なのでMathematicaを利用。
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3.2 波動関数

• Ｋ氏：さて，ここで波動関数とファインマン核の関係を見ておこう。量子力学では電子の振る舞い
は波動関数 ψ(x, t)で記述され，その時間的変化は次のシュレーディンガー方程式で表されたね。

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) = Hψ(x, t) (3.2.1)

H は系のハミルトニアン。点 (x2, t2)での波動関数はそれ以前のある過去 t1でのあらゆる点での

波動関数の重ね合わせで表されるので，波動関数は次の積分方程式

ψ(x2, t2) =
∫ ∞

−∞
dx1K(x2, t2;x1, t1)ψ(x1, t1) (3.2.2)

を満たす。これは重要な関係式だ。いま，自由粒子を考え，(3.2.2)の波動関数はシュレーディン

ガー方程式

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) = − h̄2

2m

∂2

∂x2
ψ(x, t) (3.2.3)

を満たしていることを示しておこう。K(x2, t2;x1, t1)は自由粒子のファインマン核で

K(x2, t2;x1, t1) =
√

m

2πih̄(t2 − t1)
exp

[
i

h̄

m(x2 − x1)2

2(t2 − t1)

]
(3.2.4)

で与えられた。(3.2.3)の左辺は

ih̄
∂

∂t2
ψ(x2, t2) = ih̄

∂

∂t2

∫ ∞

−∞
dx1K(x2, t2;x1, t1)ψ(x1, t1)

=
∫ ∞

−∞
dx1

(
ih̄

∂

∂t2

)
K(x2, t2;x1, t1)ψ(x1, t1) (3.2.5)

となる。次に，ファインマン核を時間微分すると

ih̄
∂

∂t2
K(x2, t2;x1, t1) = ih̄

∂

∂t2

(√
m

2πih̄(t2 − t1)
exp

[
i

h̄

m(x2 − x1)2

2(t2 − t1)

])

=− h̄2

2m

∂2

∂x2
2

K(x2, t2;x1, t1) (3.2.6)

が得られる6ので，この結果を (3.2.5)の右辺に入れると

ih̄
∂

∂t2
ψ(x2, t2) =− h̄2

2m

∂2

∂x2
2

∫ ∞

−∞
dx1K(x2, t2;x1, t1)ψ(x1, t1)

=− h̄2

2m

∂2

∂x2
ψ(x2, t2)

となり，x2 → x, t2 → tと書きかえると (3.2.3)のシュレーディンガー方程式となるね。

• コニー：つまり，ファインマン核の具体的表式がわかっていれば，任意の時刻での波動関数ψ(x, t)

はファインマン核と初期時刻での波動関数の積を積分した (3.2.2)で求められるということね。

6ファインマン核を時間微分したものと，位置に関して 2階微分したものが一致することを確認すればいい。手計算は相
当面倒なのでMathemataicaを活用。自由粒子のファインマン核はシュレーディンガー方程式に従って時間変化していく。
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• Ｋ氏：そうなんだ。ファインマン核を具体的に求めることは，いいかえればシュレーディンガー方程
式を解いているということになるわけだね。具体的に 1次元自由粒子の波動関数の時刻 tにおける

波動関数を (3.2.2)を使って求めてみよう。t = 0での初期状態が波数 kの平面波ψ(x0, 0) = Ceikx0

とする。(3.2.2)より時刻 tでの波動関数は

ψ(x, t) =
∫ ∞

−∞
dx0K(t, 0)ψ(x0, 0) = C

∫ ∞

−∞
dx0

√
m

2πih̄t
exp

[
i

h̄

m(x− x0)2

2t

]
eikx0

= Ce−i h̄k2

2m
t+ikx = Cei(kx−Et/h̄) = Cei(kx−ωt), (Ek = h̄2k2/2m = h̄ω) (3.2.7)

と求められ，同じ波数で位相が ωだけ変化している平面波となるという当然期待される結果が得

られるね。

おまけとしてガウス波束7の時刻 tでの波動関数 ψwp(x, t)を求めてみよう。ガウス波束の初期

状態8は

ψwp(x0, t0) = (πσ2)−
1
4 exp

(
− x2

0

2σ2
+ ik0x0

)
=

(α

π

)1/4
e−

α
2

x2
0+ik0x0 (α = 1/σ2) (3.2.8)

αは波束の広がりを表すパラメーター。時刻 tでの波動関数は (3.2.2)より

ψwp(x, t) =
∫ ∞

−∞
dx0K(x, t;x0, t0)ψwp(x0, t0)

=
(α

π

)1/4
∫ ∞

−∞
dx0

√
m

2πih̄(t− t0)
exp

[
i

h̄

m(x− x0)2

2(t− t0)

]
exp

[
−α

2
x2

0 + ik0x0

]

=
(α

π

)1/4
√

1
1 + iαh̄(t− t0)/m

exp
[−αx2/2 + ik0x− ih̄k2

0(t− t0)/2m

1 + iαh̄(t− t0)/m

]
(3.2.9)

と得られ9，先出のレポートの結果と一致する。波束は時間の経過とともに崩れていく10。

7ガウス波束の詳しい説明は「ガウス波束とダイナミクス」のレポートを参照されたし。
8Re[ψwp] ∝ e−(α/2)x2

0 cos(k0x0)
9積分計算はMathematicaを利用。

10波束はいろいろな波長をもつ平面波の重ね合わせからなり，各平面波の位相速度（波の山や谷など特定の位置が移動す
る速度）は異なるために時間の経過とともに波束が拡がっていく。
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f(x) =
1√
2πσ

e−
x2

2σ2

x0

f(x)

σ

ガウス分布

t = 0

時間の経過とともに波束は拡がっていく

α → 0とすると
√

1
1 + iαh̄(t− t0)/m

exp
[−αx2/2 + ik0x− ih̄k2

0(t− t0)/2m

1 + iαh̄(t− t0)/m

]
−→ exp

[
ik0x− h̄k0

2

2m
(t− t0)

]

となって，(3.2.7)の平面波を表す。

3.3 調和振動子

• Ｋ氏：1次元調和振動子を取り上げよう。ラグランジアンは

L =
m

2
(ẋ2 − ω2x2) (3.3.1)

運動方程式はオイラー・ラグランジュの方程式

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0

より
d2x

dt2
= −ω2x

となる。時刻 taで xa = x(ta)，時刻 tbで xb = x(tb)を通る古典的調和振動子の解は




x(t) = A cos ω(t− ta) + B sinω(t− ta)

ẋ(t) = −Aω sinω(t− ta) + Bω cos ω(t− ta)

A = xa, A cos ωT + B sinωT = xb, (ただし，T = tb − ta)

(3.3.2)
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作用積分は

Scl =
∫ tb

ta

dtL(ẋ, x) =
∫ tb

ta

dt

(
1
2
mẋ2 − 1

2
mω2x2

)

=
mω2

2

∫ tb

ta

dt
{

(−A sinω(t− ta) + B cos ω(t− ta))
2 − (A cos ω(t− ta) + B sinω(t− ta))

2
}

=
mω2

2

∫ tb

ta

dt
{
(B2 −A2) cos 2ω(t− ta)− 2AB sin 2ω(t− ta)

}

=
mω2

2

∫ T

0
dt

[
(B2 −A2) cos 2ωt− 2AB sin 2ωt

]

=
mω2

2

(
B2 −A2

2ω
sin 2ωT − 2AB

ω
sin2 ωT

)

=
mω

2
sinωt

{
(B2 −A2) cos ωT − 2AB sinωT

}
(3.3.3)

となる。(3.3.2)より

A = xa, B =
xb − xa cos ωT

sinωt

なので

B2 −A2 =
(

xb − xa cos ωT

sinωT

)2

− x2
a

=
1

sin2 ωT

{
x2

b + x2
a(cos2 ωT − sin2 ωT )− 2xaxb cos ωT

}

AB = xa
xb − xa cos ωT

sinωt

を (3.3.3)に入れると，1次元調和振動子の古典的作用積分は

Scl =
mω

2 sin ωT

{
(x2

a + x2
b) cos ωT − 2xaxb

}
(3.3.4)

と得られる。ファインマン核は (3.1.12)より

K(b, a) = F (T ) exp
[

i

h̄
Scl

]

= F (T ) exp
[

imω

2h̄ sinωT

{
(x2

a + x2
b) cos ωT − 2xaxb

}]
(3.3.5)

と求まる。

• コニー：調和振動子の場合，F (t)はどのようなものかしら？

• Ｋ氏：結果だけを書いておくと
F (T ) =

√
mω

2πih̄ sinωT
(3.3.6)

この式の導出は第 4話で行う。ω → 0の極限では当然だが自由粒子のファインマン核になる。

lim
x→0

x

sinx
= 1
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を使えば

lim
ω→0

ω

sinωt
=

1
t

lim
x→0

x

sinx
=

1
t

となるので

　 lim
ω→0

K(b, a) =
√

m

2πih̄(tb − ta)
exp

[
i

h̄

m(xb − xa)2

2(tb − ta)

]
(3.3.7)

これは (3.1.9)の自由粒子のファインマン核と一致する。
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第4話 フーリエ展開

フーリエ展開を活用してファインマン核を求めていくというお話で，具体的には 1次元調和振動子と一

定の外力を受けて運動している粒子（ラグランジアンは 2次形式で与えられる）を取り上げる。これら

のファインマン核は

K = F (T )e(i/h̄)Sc[b,a], (T = tb − ta) (4.0.1)

で表され，関数 F (T )の具体的表式を求めていく。

4.1 2次形式のラグランジアン

ラグランジアンが変数 xと ẋの 2次の多項式で与えられる場合を考える1。ラグランジアンが

L(ẋ, x, t) = a(t)ẋ2 + b(t)ẋx + c(t)x2 + d(t)ẋ + e(t)x + f(t) (4.1.1)

で与えられるような粒子の運動を考えよう。ファインマン核は

K(b, a) =
∫ b

a
Dx(t)e(i/h̄)S[b,a] =

∫ b

a
Dx(t) exp

[
i

h̄

∫ tb

ta

dtL(ẋ, x, t)
]

(4.1.2)

さて，t = taで x = xaを出発し，t = tbで xbに至る古典的経路 xc(t)とすると，これは作用 Sの極値

を与える経路である。xc(t)とは別の可能な経路を x(t)とし，古典的経路からのズレを示す新しい変数

y(t)を導入する。

x(t) = xc(t) + y(t)





y(ta) = 0

y(tb) = 0
(4.1.3)

a

b
xc(t)

x(t)
y(t)

x

t

x(t) = xcl(t) + y(t)

y(t)は両端点では y(ta) = y(tb) = 0であるが，その間で

は任意の形をとり得る。古典的経路xc(t)は完全に固定2さ

れているので，経路 x(t)を任意に変えることは y(t)を変

えることと同じになり，x(t)の動きと y(t)の動きは１対

１に対応する。時刻 ti における値を xi, yi とすれば両社

は定数 xc(ti)しか違わないので dxi = dyiとなり，これに

1このケースでは経路積分はガウス積分になるので積分は可能。
2xc(t)は経路に関する積分において定数
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よりDx(t) = Dy(t)とおくことができる。作用積分は

S[x(t)] = S[xc(t) + y(t)] =
∫ tb

ta

dtL(ẋc + ẏ, xc + y, t)

=
∫ tb

ta

dt
[
a(ẋc + ẏ)2 + b(ẋc + ẏ)(xc + y) + c(xc + y)2 + d(ẋc + ẏ) + e(xc + y) + f

]

=
∫ tb

ta

dt
{
L(ẋc, xc, t) + [(bẋc + 2cxc + e)y + (2aẋc + bxc + d)ẏ] + (aẏ2 + byẏ + cy2)

}
(4.1.4)

となる。ラグランジアンを 2次元テイラー展開すると

L(ẋc + ẏ, xc + y, t) = L(ẋc, xc, t) +
∞∑

n=1

1
n!

[
y

∂

∂x
+ ẏ

∂

∂ẋ

]n

x=xc

L(ẋc, xc, t)

= L +
[
∂L

∂x
y +

∂L

∂x
ẏ

]
+

1
2

[
y2 ∂2L

∂x2
+ 2yẏ

∂2L

∂x∂ẋ
+ ẏ2 ∂2L

∂ẋ2

]
+ · · ·

となるので，作用積分 Sは

S[x(t)] =
∫ tb

ta

dtL(ẋc + ẏ, xc + y, t)

= S[xc] +
∫ tb

ta

dt

{
∂L

∂x

∣∣∣∣∣
x=xc

y +
∂L

∂ẋ

∣∣∣∣∣
x=xc

ẏ

}

+
1
2

∫ tb

ta

dt

{
∂2L

∂x2

∣∣∣∣∣
x=xc

y2 + 2
∂2L

∂x∂ẋ

∣∣∣∣∣
x=xc

yẏ +
∂2L

∂ẋ2

∣∣∣∣∣
x=xc

ẏ2

}
+ · · ·

= S[xc] + δS[xc] + δ2S[xc] + · · · (4.1.5)

と展開できる。δS[xc], δ2S[xc]はそれぞれ 1次，2次の変分である。ラグランジアン (4.1.1)を使って具

体的に計算すると




δS[xc] = (b(t)ẋc + 2c(t)xc + e)y + (2a(t)ẋc + b(t)xc + d)ẏ

δ2S[xc] = a(t)ẏ2 + b(t)yẏ + c(t)y2
(4.1.6)

となり，(4.1.4)は

S[x(t)] = S[xc] + δS[xc] + δ2S[xc] (4.1.7)

と書けるが，古典的軌道は δS[xc] = 0を満たすので

S[x(t)] = S[xc] + δ2S[xc]

= Sc[b, a] +
∫ tb

ta

dt
[
a(t)ẏ2 + b(t)yẏ + c(t)y2

]
(4.1.8)

となる。 すべての経路 y(t)は y = 0から出発して y = 0に戻るので，経路についての積分は両端点の
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時刻のみに依存し，ファインマン核は

K(b, a) =
∫ tb

ta

Dx(t)e(i/h̄)S[b,a]

=
∫ 0

0
Dy(t) exp

i

h̄

{
S[xc] +

∫ tb

ta

dt
[
a(t)ẏ2 + b(t)yẏ + c(t)y2

]}

=
∫ 0

0
Dy(t) exp

i

h̄

{∫ tb

ta

dt
[
a(t)ẏ2 + b(t)yẏ + c(t)y2

]}
e(i/h̄)Sc[b,a]

= F (tb, ta)e(i/h̄)Sc[b,a] (4.1.9)

ただし, F (tb, ta) =
∫ 0

0
Dy(t) exp

i

h̄

{∫ tb

ta

dt
[
a(t)ẏ2 + b(t)yẏ + c(t)y2

]}
(4.1.10)

と表され，K は tb, ta の関数 F (tb, ta)を除いて古典的軌道によって決定されることになる。つまり，

(4.1.9)の左辺の項 e(i/h̄)Sc[b,a]は古典軌道からの寄与で，F (tb, ta)は古典軌道のまわりの量子力学的な

揺らぎを表している3。

4.2 フーリエ級数展開

4.2.1 1次元調和振動子のファインマン核

第 3話で 1次元調和振動子のファインマン核を求めた際，F (t)の具体的な形が不明であったが，こ

こではフーリエ展開を活用して F (t)を具体的に求めていく。

(4.1.9)よりファインマン核は

K(b, a) =
∫ b

a
Dx(t) exp

[
i

h̄

∫ tb

ta

dt
1
2
m

(
ẋ2 − ω2x2

)]

= F (T )e(i/h̄)Sc[b,a], (T = tb − ta)

Sc[b, a] =
mω

2 sin ωT

{
(x2

a + x2
b) cos ωT − 2xaxb

}

F (T ) =
∫ 0

0
Dy(t) exp

[
i

h̄

∫ T

0
dt

m

2
(ẏ2 − ω2y2)

]
(4.2.1)

と表せる。すべての経路 y(t)は t = 0で y(0) = 0から出発して t = T で y(T ) = 0に到達する周期関数

となるので，y(t)を基本周期 T のフーリエ正弦級数4で表す。なお，係数 anの個数は有限個のN と仮

定する。

y(t) =
N∑
n

an sin
(

nπt

T

)
(4.2.2)

3作用（停留値）が最小（極小）になる条件は 2次の変分が正であることが必要（H.Pの数学コーナー:「変分法談義第 1

話」参照)。詳細は省くが，このケースでは 2次の変分が正となることが示される。
4奇関数はフーリエ正弦級数で表せる。ちなみに偶関数はフーリエ余弦級数で，どちらでもない関数はフーリエ正弦級数

とフーリエ余弦級数の和で表される。
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時刻 tiにおけるいろいろな経路を yi(t)とすると行列表記で



y1

y2

...

yN




= J




a1

a2

...

aN




(4.2.3)

J =




sin
[
1 · π
T

]
t1 sin

[
2 · π
T

]
t1 · · · sin

[
N · π

T

]
t1

sin
[
1 · π
T

]
t2 sin

[
2 · π
T

]
t2 · · · sin

[
N · π

T

]
t2

...
...

...
...

sin
[
1 · π
T

]
tN sin

[
2 · π
T

]
tN · · · sin

[
N · π

T

]
tN




(4.2.4)

と表せる。運動エネルギーの項は5

∫ T

0
dtẏ2 =

∑
n

∑
m

nπ

T

mπ

T
anam

∫ T

0
dt cos

(
nπt

T

)
cos

(
mπT

T

)

= T · 1
2

∑
n

(nπ

T

)2
a2

n (4.2.5)

同様にポテンシャルエネルギーの項は
∫ T

0
dty2 =

∑
n

∑
m

anam

∫ T

0
dt sin

(
nπt

T

)
sin

(
mπt

T

)

= T · 1
2

∑
n

a2
n (4.2.6)

となる。経路を tにおける yの値の関数と考える代わりに，係数 anの関数と考えると，F (T )は次のよ

うになる（注：係数Aは 1/Aに書き換えた：A = 1/
√

m
2πih̄ε ）。

F (T ) = detJ
1
A

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞

da1

A

da2

A
· daN

A
exp

{
N∑

n=1

imT

2h̄

[(nπ

T

)2
− ω2

]
a2

n

}
(4.2.7)

ただし，detJは変数変換にともなうヤコビアン（ヤコビ行列式）で
∫ ∫

· · ·
∫

dx1dx2 · · · dxN = detJ
∫ ∫

· · ·
∫

da1da2 · · ·
∫

daN

ガウス積分の公式 ∫ ∞

−∞
e−ax2

dx =
√

π

a

を使って，(4.2.7)の一つの積分を実行すると

　
∫ ∞

−∞

dan

A
exp

{
imT

2h̄

[(nπ

T

)2
− ω2

]
a2

n

}

=
1
A





−π

imT
2h̄

(
n2π2

T 2 − ω2
)





1/2

=
{

T

ε(n2π2 − ω2T 2)

}1/2

=
(

N

n2π2 − ω2T 2

)1/2

(4.2.8)

5
R T

0
dt cos

`
nπt
T

´
cos
`

mπT
T

´
= mT cos nπ sin mπ−nT cos mπ sin nπ

(m2−n2)π
= 0 (m2 6= n2)
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となる。ただし，T = Nεの関係を使った。したがって，(4.2.7)は

F (T ) = detJ
( m

2πih̄ε

)1/2
N∏

n=1

(
N

n2π2 − ω2T 2

)1/2

= detJ
( m

2πih̄ε

)1/2
NN/2

N∏

n=1

(
1

1− ω2T 2

n2π2

)1/2 N∏

n=1

1
nπ

= detJ
( m

2πih̄ε

)1/2 NN/2

πN

N∏

n=1

(
1− ω2T 2

n2π2

)−1/2 N∏

n=1

1
n

(4.2.9)

と展開でき，xの 2次式の無限乗積の公式

∞∏

n=1

(
1− x2

n2

)
=

sin πx

πx
(4.2.10)

を使えば

F (T ) = detJ
( m

2πih̄ε

)1/2 NN/2

πN

(
ωT

sinωT

)1/2 N∏

n=1

1
n

= detJ
NN/2

πN

(
mωT

2πih̄ε sinωT

)1/2 N∏

n=1

1
n

= detJ
√

N

(√
N

π

)N N∏

n=1

1
n

( mω

2πih̄ sinωT

)1/2
(4.2.11)

ω → 0のとき，F (T )は自由粒子のそれに等しい。自由粒子の F (T )は (3.1.12)より

F (T ) =
( m

2πih̄T

)1/2
(4.2.12)

ω → 0で

detJ
(

mN

2πih̄T

)1/2 NN/2

πN

N∏

n=1

1
n

=
( m

2πih̄T

)1/2

が成り立ち，これから

detJ
√

N

(√
N

π

)
N∏

n=1

= 1 (4.2.13)

を得る。したがって，求める F (T )は

F (T ) =
( mω

2πih̄ sinωT

)1/2
(4.2.14)

K(b, a)は

K(b, a) =
( mω

2πih̄ sinωT

)1/2
exp

[
imω

2h̄ sinωT

{
(x2

a + x2
b) cos ωT − 2xaxb

}]
(4.2.15)

4.2.2 一定の外力を受けて運動している粒子のファインマン核

系のラグランジアンが

L =
mẋ2

2
+ fx (mẍ− f = 0) (4.2.16)
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で表されるとする。ファインマン核は y(t) = x(t)− xcとして

K(b, a) = F (T )e(i/h̄)Sc[b,a] (4.2.17)

F (T ) =
∫ 0

0
Dy(t) exp

[
i

h̄

∫ T

0
dt

(m

2
ẏ2 + fy

)]
(4.2.18)

作用積分 Scは (3.1.36)で F → −f とすればいいので

Sc =
1
2

[
m

T
(xb − xa)2 + fT (xb + xa)− f2T 3

12m

]
(4.2.19)

F (t)を具体的に求めていこう。y(t)をフーリエ正弦級数に展開して

y(t) =
N∑
n

an sin
(

nπt

T

)
(4.2.20)

これから
∫ T

0
dtẏ2 =

∑
n

∑
m

nπ

T

mπ

T
anam

∫ T

0
dt cos

(
nπt

T

)
cos

(
mπT

T

)
=

T

2

∑
n

(nπ

T

)2
a2

n (4.2.21)

∫ T

0
dtfy = f

∑
n

an

∫ T

0
dt sin

(
nπt

T

)
= fT

∑
n

an

(
1− cos nπ

nπ

)
= 0 (4.2.22)

これを (4.2.18)の指数部に入れると

∫ T

0
dt

(m

2
ẏ2 + fy

)
=

m

2
T

2

∑
n

(nπ

T

)2
a2

n (4.2.23)

したがって (4.2.18)は

F (T ) =
∫ 0

0
D(y) exp

[
i

h̄

m

2
T

2

∑
n

(nπ

T

)2
a2

n

]
(4.2.24)

となる。この積分計算の結果は (4.2.14)で ω → 0としたものに等しいので

F (T ) = lim
ω→0

√
mω

2πih̄T sinωT
=

√
m

2πih̄T
(4.2.25)

したがって，ファインマン核は

K(b, a) = F (T )e(i/h̄)Sc[b,a]

=
√

m

2πih̄T
exp

{
i

h̄

1
2

[
m

T
(xb − xa)2 + fT (xb + xa)− f2T 3

12m

]}
(4.2.26)

と得られる。
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第5話 量子力学における摂動論

摂動論を使ってポテンシャルによる粒子の散乱を考える。1次ボルン近似からラザフォード散乱の微分

断面積の公式を導く。

5.1 続いて起こる事象

a → bへの確率振幅を与えるファインマン核K(b, a)は (2.3.26)で与えられ

K(b, a) =
∫ b

a
Dx(t)e

iS
h̄ (5.1.1)

で，
∫ b
aDx(t)は aから bにいくすべての経路の和を意味した。時刻 taと tbの間の時刻を tcとすると，

作用は

S[b, a] =
∫ tb

ta

dtL(x(t), ẋ(t), t) =
∫ tc

ta

dtL(x(t), ẋ(t), t) +
∫ tb

tc

dtL(x(t), ẋ(t), t)

= S[b, c] + S[c, a] (5.1.2)

と書く1ことができるので，ファインマン核は

K(b, a) =
∫ b

a
Dx(t)e

i
h̄

S[c,b]+ i
h̄

S[a,c] (5.1.3)

と表せる。

xc

tc

a

btb

ta

xa xb

t

x

c

時刻 tc において xc を通る経路についての
和をとり，その後で xc についての和をとる。
cを経由して aから bに至る全確率振幅は
K(b, c)K(c, a)であるので，xc の値につい

ての和とると，aから bに至る全確率振幅

が得られる。

さて，
・

ど
・

の
・

経
・

路も a から c に至る経路と c から b に至

る経路の 2 つに部分に分割することができることに注意し

よう。
:::::::::::::::::::::::::::::
aから cに至るすべての経路について積分し（このと

き S[b, c]は定数と見なす)，次に
:::::::::::::::::::::::::::::
cから bに至るすべての経路

について積分し，最後にその結果を途中の経過点である

::::::::::::::::::::::::
xcのすべての可能な値について積分すればいいわけである。

ということでファインマン核は

K(b, a) =
∫

dxc

[∫ c

b
Dx(t)e

i
h̄

S[c,b]

∫ a

c
Dx(t)e

i
h̄

S[c,a]

]

=
∫

dxcK(b, c)K(c, a) (5.1.4)

1右側から左側へ事象の変化を書く慣わしに従う。
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と表すことができます2。 要約すれば，aから bに至る粒子の

振幅は

1. aから bに至る粒子の確率振幅は，aから cに至りそれから bに至る確率振幅を xcのすべての可

能な値について足し合わせたものである。

2. aから cに至り，cから bに至る確率振幅は，aから cに至る確率振幅と cから bに至る確率振幅

との積である。

ということから，「時間的に続いて起こる事象全体の確率振幅はそれぞれの事象の積である」という規

則を得る。

上の議論を拡張すると，aから dに行き，dから cに，そして最後に cから bに行く粒子の確率振幅

K(b, a)は

K(b, a) =
∫∫

dxcdxdK(b, c)K(c, d)K(d, a) (5.1.5)

と書くことができる。

5.2 ポテンシャルによる粒子の散乱

1次元空間を考える。ポテンシャル V (x, t)の中を運動する粒子のラグランジアンは

L =
m

2
ẋ2 − V (x, t) (5.2.1)

ファインマン核は

KV (b, a) =
∫ b

a
Dx(t) exp

{
i

h̄

∫ tb

ta

dt
[m

2
ẋ2 − V (x, t)

]}
(5.2.2)

粒子の運動に対するポテンシャルの影響が小さいと見なせる場合3，(5.1.4)の指数関数部のポテンシャ

ル V (x, t)の部分を

exp
[
− i

h̄

∫ tb

ta

dtV (x, t)
]

= 1− i

h̄

∫ tb

ta

dtV (x, t) +
1
2!

(
i

h̄

)2 [∫ tb

ta

dtV (x, t)
]2

+ · · · (5.2.3)

とテイラー展開する。これを (5.2.2)に入れると

KV (b, a) =
∫ b

a
Dx(t) exp

(
i

h̄

∫ tb

ta

dt
m

2
ẋ2

) {
1− i

h̄

∫ tb

ta

dsV (x, s) +
1
2!

(
i

h̄

)2 [∫ tb

ta

dsV (x, s)
]2

+ · · ·
}

=
∫ b

a
Dx(t) exp

(
i

h̄

∫ tb

ta

dt
m

2
ẋ2

)
− i

h̄

∫ b

a
Dx(t) exp

(
i

h̄

∫ tb

ta

dt
m

2
ẋ2

) ∫ tb

ta

dsV (x, s)

− 1
2h̄2

∫ b

a
Dx(t) exp

(
i

h̄

∫ tb

ta

dt
m

2
ẋ2

) ∫ tb

ta

dsV (x(s), s)
∫ tb

ta

ds′V (x(s′), s′) + · · ·

= K0(b, a) + K1(b, a) + K2(b, a) + · · · (5.2.4)
2通常の量子力学での 〈χ |φ〉 =

X

i=all

〈χ |i〉 〈i |φ〉を思いだそう。

詳細は量子力学コーナーのレポート「ブラケット算法について」を参照されたし。
3ポテンシャルが十分ゆっくり変化する関数であるとする。
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となる。時間変数は sに書き換えた。ここで

K0(b, a) =
∫ b

a
Dx(t) exp

(
i

h̄

∫ tb

ta

dt
m

2
ẋ2

)
(5.2.5)

K1(b, a) =− i

h̄

∫ b

a
Dx(t) exp

(
i

h̄

∫ tb

ta

dt
m

2
ẋ2

) ∫ tb

ta

dsV (x(s), s) (5.2.6)

K2(b, a) =− 1
2h̄2

∫ b

a
Dx(t) exp

(
i

h̄

∫ tb

ta

dt
m

2
ẋ2

) ∫ tb

ta

dsV (x(s), s)
∫ tb

ta

ds′V (x(s′), s′) (5.2.7)

K0は自由粒子のファインマン核でとくに取り上げる必要はないので，K1(b, a)を診ていくことにしよ

う。変数 sについての積分と経路 x(t)についての積分の順序を入れ替えて

K1(b, a) =− i

h̄

∫ b

a
Dx(t) exp

(
i

h̄

∫ tb

ta

dt
m

2
ẋ2

) ∫ tb

ta

dsV (x, s)

=− i

h̄

∫ tb

ta

ds

[∫ b

a
Dx(t) exp

(
i

h̄

∫ tb

ta

dt
m

2
ẋ2

)
V (x(s), s)

]

=− i

h̄

∫ tb

ta

dsF (s) (5.2.8)

F (s) =
∫ b

a
Dx(t) exp

(
i

h̄

∫ tb

ta

dt
m

2
ẋ2

)
V [x(s), s] (5.2.9)

と書く。F (s)は自由粒子の確率振幅をすべての経路について加え合わせたもので，それぞれの経路は

時刻 sにおけるポテンシャル V [x(s), s]の重みづけがされている。ただし，この特定の V に効いてくる

経路 x(t)の寄与は，特定の時刻 t = sにおける経路の位置のみで，時刻 sの前後では F (s)の中の経路

は自由粒子の経路である。

a

b
tb

ta

t

x

ctc(s)

さて，前節の議論を使って，経路を t = s以前と t = s以後の 2つの

部分に分けよう。それぞれの経路は自由粒子の経路で表されるので，す

べてのこのような経路についての和はK0(b, c)K0(c, a)と書ける。これ

より F (s) = F (tc)は次のように表せる4。

F (tc) =
∫ ∞

−∞
dxcK0(b, c)V (xc, tc)K0(c, a) (5.2.10)

これを (5.2.8)に入れて

K1(b, a) = − i

h̄

∫ tb

ta

dtc

∫ ∞

−∞
dxcK0(b, c)V (xc, tc)K0(c, a) (5.2.11)

が得られる。aから出発した粒子は点 xc, tc = cまで自由粒子として運

動し，時刻 tcの一瞬にポテンシャル V (xc, tc)によって散乱され，その後また自由粒子として点 cから

最終点 bまで自由運動していくという経路に対する確率振幅は

K0(b, c)
[
− i

h̄
V (xc, tc)dxcdtc

]
K0(c, a) (5.2.12)

4V (xc, tc)は経路にかかる重み
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で表される。(5.2.11)はこのすべての経路について足し合わせたものであり，ポテンシャル V で粒子が

1回散乱されたときの確率振幅を表す。

a

V
V

V
V

c

c

d

c

b

a

b

a

b

a

b

散乱されない 1回散乱

2回散乱 3回散乱

Vc

a

b多数回散乱

e

d

同じようにして，a から出発した粒子は自由粒子として点 xd, tｄ まで動き，そこでポテンシャル

V (xd, td) によって散乱される。それから自由粒子として点 d から c まで動き，そこでポテンシャル

V (xc, tc)によって散乱され，その後，再び自由粒子として最終点 bまで動くという経路に対する確率振

幅は

K0(b, c)
[
− i

h̄
V (xc, tc)dxddtd

]
K0(c, d)

[
− i

h̄
V (xd, td)dxddtd

]
K0(d, a)

=
(
− i

h̄

)2

K0(b, c)V (c)K0(c, d)V (d)K0(d, a) (5.2.13)

で，すべての経路について和をとった核K2(b, a)の完全形は

K2(b, a) =
(
− i

h̄

)2 ∫
dτc

∫
dτdK0(b, c)V (c)K0(c, d)V (d)K0(d, a) (5.2.14)

となる。V (c)は V (xc, tc)を簡略表示した。V (d)についても同じ。また，dτd = dtddxdで
∫

dτd等は

∫ tb

ta

dtd

∫ ∞

−∞
dxdを表す。なお，時間変数は暗黙のうちに tc > tdを仮定しているが，K(b, a)は tb > ta

でのみ定義される，つまり

K(b, a) = 0 [tb < ta] (5.2.15)

と条件を付けることで時間順序の仮定をおく煩雑さを避けられる。

ところで，(5.2.7)での因子 1/2は (5.2.14)で現れていないが，これは別に省略したのではなく，(5.2.7)

の 2重積分を調べればすぐわかる。
∫ tb

ta

ds′ −→
∫ s

ta

ds′ +
∫ tb

s
ds′ (ta < s < tb)
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と 2つに分けると

　
∫ tb

ta

ds

∫ tb

ta

ds′V [x(s), s]V [x(s′), s′]

=
∫ tb

ta

ds

∫ tb

s
ds′V (x(s), s)V (x(s′), s′) +

∫ tb

ta

ds

∫ s

ta

ds′V (x(s), s)V (x(s′), s′) (5.2.16)

右辺第 2項の積分順序を交換する。sと s′の定義域は




ta ≤ s ≤ tb

ta ≤ s′ ≤ s
−→





s′ ≤ s ≤ tb

ta ≤ s′ ≤ tb
(5.2.17)

となる ([注])，ので積分の順序交換による変数の定義域に注意すれば
∫ tb

ta

ds

∫ ta

s
ds′V [x(s), s)V (x(s′), s′] =

∫ tb

ta

ds′
∫ tb

s′
dsV [x(s), s]V [x(s′), s′] (5.2.18)

と書ける。右辺の sと s′を入れ替えても積分の値は変わらないので，結局 (5.2.16)の右辺第 1項と第

2項は等しく，それぞれ元の 2重積分の値の半分であることがわかる。つまり，(5.2.7)の因子 1/2は時

間順序の仮定が考慮されていないことによる重複分の補正をしていることになる5。

s

s′

0 ta tbs

ta

ds′

tb

s

s′

0 ta tbs′

ta

tb

ds

s′ = s

∫ tb

ta

ds

∫ s

ta

ds′V [x(s), s]V [x(s′), s′]
∫ tb

ta

ds′
∫ tb

s′
dsV [x(s), s]V [x(s′), s′]

[注]積分変数の順序交換

2重積分の領域は図の三角形の斜線領域内。積分変数の順序を交換すると，変数の定義域が変わることに

注意されたし。

s = s′

変数 sを固定し，それぞれの sに対して
ta≤s′ ≤ tb の区間で変数 s′ について積分する。

次に ta≤s ≤ tb の区間で変数 sで積分する。

変数 s′ を固定し，それぞれの s′ に対して
s′≤s ≤ tb の区間で変数 sについて積分する。

次に ta≤s′ ≤ tb の区間で変数 s′ で積分する。

s′

5より高次の項についても同じ理由で分母の n!という因子は打ち消されます。
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これまでに得られた結果を使って (5.2.4)を書くと

　 KV (b, a) = K0(b, a)− i

h̄

∫
dτcK0(b, c)V (c)K0(c, a)

+
(
− i

h̄

)2 ∫
dτc

∫
dτdK0(b, c)V (c)K0(c, d)V (d)K0(d, a) + · · ·

= K0(b, a)− i

h̄

∫
dτcK0(b, c)V (c)


K0(c, a)− i

h̄

∫
dτdK0(c, d)V (d)K0(d, a) + · · ·


 (5.2.19)

となる。ここで右辺の [ ]内の項は

KV (c, a) = K0(c, a)− i

h̄

∫
dτdK0(c, d)V (d)K0(d, a) + · · · (5.2.20)

と書けるので，(5.2.4)は

KV (b, a) = K0(b, a)− i

h̄

∫
dτcK0(b, c)V (c)KV (c, a) (5.2.21)

という積分方程式になる。この式の物理的意味は次の通りで，右辺第 1項は自由粒子のファインマン核。

第 2項はポテンシャルV により 1回以上散乱され，最後に点 cで散乱されて cから bへ遷移していくこと

を表している。なお，点 cは aと bの間の任意の時間・空間ので起こりうるので
∫

dτc =
∫ tb

ta

dtc

∫ ∞

−∞
dxc

と積分をしている。 なお，(5.2.19)，(5.2.21)は

KV = K0 + K0V KV = K0 + K0V K0 + K0V K0V K0 + · · · (5.2.22)

と記号的に表すことができる。ただし，



K0V K0 = − i

h̄

∫
dτcK0(b, c)V (c)K0(c, a)

K0V K0V K0 =
(
− i

h̄

)2 ∫
dτc

∫
dτdK0(b, c)V (c)K0(c, d)V (d)K0(d, a)

　　　　　　　　　
...

K0V KV = − i

h̄

∫
dτcK0(b, c)V (c)KV (c, a)

(5.2.23)

これを下図のように図形で表したものをファインマンダイアグラム6という。　

KV K0 K0 K0V

K0 V K0 V K0

K0 K0 V KV

太い線はポテンシャルを

含んだファインマン核K

細い線は自由粒子のファ

インマン核K0を表す。

6森藤正人著「量子波のダイナミクス」吉岡書店，2005年参照
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第 3話の (3.2.2)で波動関数とファインマン核との関係式

ψ(x2, t2) =
∫ ∞

−∞
dx1K(x2, t2;x1, t1)ψ(x1, t1) (5.2.24)

を示した。これを次のように書く。

ψ(b) =
∫ ∞

−∞
dxaKV (b, a)f(a) (5.2.25)

ψ(b), f(a)はそれぞれ時刻 t = tb(> ta), t = taにおける波動関数。(5.2.19)を上式に入れると

ψ(b) =
∫

dxaK0(b, a)f(a)− i

h̄

∫
dτc

∫
dxaK0(b, c)V (c)K0(c, a)f(a) + · · ·

= φ(b)− i

h̄

∫
dτcK0(b, c)V (c)φ(c)

+
(
− i

h̄

)2 ∫
dτc

∫
dτdK0(b, c)V (c)K0(c, d)V (d)φ(d) + · · · (5.2.26)

と表せる。ただし

φ(b) =
∫

dxaK0(b, a)f(a) (5.2.27)

さて，ポテンシャル V が時間に依存しない弾性散乱（衝突前後で粒子のエネルギーが変わらない）を

考えよう7。この場合，(5.2.26)をボルン展開と呼び，ψ(b)を右辺第 2項までで表したものを第 1ボル

ン近似8と呼んでいる。

ここで通常の量子力学でハミルトニアンが時間に依存しない定常的な散乱の取り扱いを見てみよう。

詳細は「量子力学におけるグリーン関数（�）」のレポートを参照いただくとして，外向きの散乱波を

ψ(+)(r)，グリーン関数をG+
0 (r, r′)とすると散乱後の波動関数（外向き球面波）の形式解はグリーン関

数を使って

ψ(+)(r) = ψ0(r) +
∫

dx′G+
0 (r, r′)V (r′)ψ+(r′) (5.2.28)

と表され，これを逐次展開して

ψ(+)(r) = ψ0(r) +
∫

dr′G+
0 (r, r′)V (r′)ψ0(r′)

+
∫

dr′′
∫

dr′G+
0 (r, r′)V (r′)G+

0 (r′, r′′)V (r′′)ψ0(r′′) + · · · (5.2.29)

を得る。散乱ポテンシャルの影響は小さいと仮定し，(5.2.28)右辺の ψ+(r′)を入射平面波 ψ0(r) = eik·r

で代用する近似が第１ボルン近似である。(5.2.22)に倣って (5.2.28), (5.2.29)を記号的に書けば

ψ(+) = ψ0 + G+
0 V ψ(+) = ψ0 + G+

0 V ψ0 + G+
0 V G+

0 V ψ0 + · · · (5.2.30)

と簡潔に表せる。ここでグリーン関数とファインマン核を見比べると両者はほぼ同じものであること

に気付かされる。事実，グリーン関数9G(x, t : x0, t0)は

G(x, t, x0, t0) = −iθ(t− t0)K(x, t;x0, t0), θ(t− t0) =





1 t > t0

0 t < t0
(5.2.31)

7V (c) = V (xc), etcとなる。
8粒子はポテンシャルで１回だけ散乱される。
9正確には遅延グリーン関数という。先進グリーン関数は未来から過去に向かう。
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で定義される10。

a(Ra, 0) c(r, t)

b(Rb, T )

Ra

Rb

r

O

V (r)Ra

さて，第１ボルン近似の 2項目の

K(1)(b, a) = − i

h̄

∫
dτcK0(b, c)V (c)K0(c, a) (5.2.32)

を計算してみよう。計算に際して次の仮定をしておく。電子は自

由電子として運動し，摂動ポテンシャル V の到達距離は短くか

つ弱くて，入射電子は原点の近傍のみでポテンシャルの影響を受

けて散乱される。また，電子のエネルギーは散乱の前後で変わら

ないとする。(5.2.32)に自由電子のファインマン核K0を入れる

と次のように表せる。

K(1)(b, a) =− i

h̄

∫
d3r

∫ T

0
dt

[
m

2πih̄(T − t)

]3/2

exp

[
im |Rb − r|2
2h̄(T − t)

]
V (r)

×
[ m

2πih̄t

]3/2
exp

[
im |Ra − r|2

2h̄t

]

=− i

h̄

∫
d3r

∫ T

0
dt

[
m2

22π2h̄2t(t− T )

]3/2

exp
[
im

2h̄

(
r2
b

T − t
+

r2
a

t

)]
(5.2.33)

ただし，ra = |Ra − r| , rb = |Rb − r|である。(5.2.33)を tについて積分する。この積分結果は公式11

公式：
∫ T

0

dτ

{(T − τ)τ}3/2
exp

(
− a

T − τ
− b

τ

)
=

√
π

T 3

√
a +

√
b√

ab
exp

[
− 1

T
(
√

a +
√

b)2
]

を使えば

K(1)(b, a) = − i

h̄

( m

2πih̄T

)5/2
T

∫
d3r

(
1
ra

+
1
rb

)
exp

[
im

2h̄T
(ra + rb)2

]
V (r) (5.2.34)

と得られる。次に，ra, rbの定義より




ra =
√

(Ra − r) · (Ra − r) = Ra

(
1− 2Ra · r

R2
a

+
r2

R2
a

)1/2

rb =
√

(Rb − r) · (Rb − r) = Rb

(
1− 2Rb · r

R2
b

+
r2

R2
b

)1/2
(5.2.35)

仮定より，ポテンシャルが効いている領域 rは r ¿ Ra, Rbなので




ra ' Ra − Ra · r
Ra

= Ra + ia · r ' Ra , (ia = −Ra/Ra)

rb ' Rb − Rb · r
Rb

= Rb − ib · r ' Rb , (ib = Rb/Rb)

(ra + rb)2 ' (Ra + Rb + ia · r − ib · r)2 = (Ra + Rb)2 + 2(Ra + Rb)(ia · r − ib · r)

(5.2.36)

101 次元自由粒子のグリーン関数は G(x, t; x0, t0) = −i

r
m

2πih̄(t− t0)
exp

»
i

h̄

m(x− x0)
2

2(t− t0)

–
, (t > t0) となることが知ら

れている（例えば L.I.シッフ「量子力学（下）」吉岡書店 (1972)）。尚，グリーン関数の定義には逆符号や iを除く流儀もあ
るようである。ファインマン核とグリーン関数の関係は第 6話でも取り上げている。

11R.P.ファインマン，A.R.ヒップス：「量子力学と経路積分」みすず書房 (2001)の付録参照.



第 5話 量子力学における摂動論 47

と近似できる。ia, ibそれぞれ−Ra, Rb方向の単位ベクトル。(5.2.36)を (5.2.34)に入れると

K(1)(b, a) =− i

h̄

( m

2πih̄T

)5/2
T

(
1

Ra
+

1
Rb

)
exp

[
im

2h̄T
(Ra + Rb)2

]

×
∫

d3r exp
[

im

h̄T
(Ra + Rb)(ia · r − ib · r)

]
V (r) (5.2.37)

となる。

a

c

b

pa = muia

pb = muib

V

時間 T の間に a点から飛来した電子が標的に衝突し b点へ

飛び去るまでの飛行距離は ra + rb ' Ra + Rbで，いま弾性衝

突を仮定しているので，この間の電子の速度 u，エネルギー，

運動量はそれぞれ




速度の大きさ ： u =
Ra + Rb

T

エネルギー :
mu2

2
運動量の大きさ : mu

(5.2.38)

で与えられる12。衝突前後の運動量ベクトルをそれぞれ pa, pb

とすると，単位ベクトル ia, ibを使って




pa = muia

pb = muib

(5.2.39)

と表せるので，(5.2.37)は

K(1)(b, a) =− i

h̄

( m

2πih̄

)5/2 u

T 1/2RaRb
exp

(
im

2h̄
u2T

)

×
∫

d3r exp
[

i

h̄
(pa − pb) · r)

]
V (r) (5.2.40)

と書ける。入射電子の始状態と終状態の運動量の変化，すなわち運動量の移行を

q = pa − pb (5.2.41)

で表し，ポテンシャル V (r)をフーリエ変換した

v(q) =
∫

d3rei/h̄q·rV (r) (5.2.42)

を定義すると，(5.2.40)は

K(1)(b, a) = − i

h̄

( m

2πih̄

)5/2 u

T 1/2RaRb
exp

(
im

2h̄
u2T

)
v(q) (5.2.43)

と表せる。第 1ボルン近似でのファインマン核KV は

KV (b, a) = K0(b, a) + K(1)(b, a) (5.2.44)
12飛行時間法：一定距離の飛行に要する時間をはかって粒子の速度を知る方法。
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でK0は標的を素通りした自由電子の確率振幅，K(1)は標的に 1回の衝突で散乱された電子の確率振

幅。電子が a点から b点に到達する確率はKV (b, a)の絶対値の 2乗で与えられるが，コリメーターで

絞った入射ビームを標的に照射すれば13，標的を素通りする電子はある特別の直線上に限定されるの

で，散乱される電子が b点に到達する確率は，少なくとも 1次のオーダーでK(1)(b, a)で 2乗で与えら

れる。この確率を P (b)とすると，検出器の中に電子を見出す単位体積当たりの確率は

P (b)
単位体積

=
∣∣∣K(1)(b, a)

∣∣∣
2

=
1
h̄2

( m

2πh̄

)5 u2

TR2
aR

2
b

|v(q)|2　 (5.2.45)

で与えられる。ただし，この確率には電子の発射位置から標的までの距離Raや標的から検出器までの

距離Rbという実験装置のスケールに関する情報が含まれているので，実験条件に依存することになる。

やはり実験条件に依存しない表現が望ましい。そこで散乱断面積という概念を導入する。散乱断面積

とは，入射粒子が散乱される確率を標的の断面積として表わした量で，各方向ごとの散乱確率を表わ

す量を微分断面積と呼んでいる。

Ra

Rb

dω

dΩ

dσ dΣ
Rb

R2
bdΩ

a

b

d
θ

いま，標的がないとした場合，点 dに電子を

見出す確率はK0(d, a)の絶対値の 2乗で与えら

れる。

K0(d, a) =
( m

2πih̄T

)3/2
exp

[
im(Ra + Rb)2

2h̄T

]

なので，この確率を P (d)とすると，単位体積当

たりの確率は，　

P (d)
単位体積

= |K0(d, a)|2 =
( m

2πh̄

)3 1
T 3

=
u2

T (Ra + Rb)2
　 (5.2.46)

となり，(5.2.45)と (5.2.46)から

P (b)
P (d)

=
(

m

2πh̄2

)2

|v(q)|2 (Ra + Rb)2

R2
aR

2
b

(5.2.47)

が得られる。

点aから出発した電子ビームが距離Raにある断面積dσの小さな標的に衝突すれば，散乱角 θ方向の立

体角 dΩ内に散乱され，散乱ビームは bの領域で面積R2
adΩに拡がるので，b点に電子を見出す確率は bの

近傍領域の面積R2
bdΩに反比例する。標的が存在しなければ電子ビームは dの領域で [(Ra +Rb)/Ra]2dσ

の面積に拡がり，d点に電子を見出す確率は dの近傍領域の面積 [(Ra + Rb)/Ra]2dσに反比例する。




P (b) ∝ 1
R2

bdΩ

P (d) ∝ 1
[(Ra + Rb)/Ra]2dσ

−→ P (b)
P (d)

=
[(Ra + Rb)2]

R2
aR

2
b

dσ

dΩ
(5.2.48)

(5.2.47)と (5.2.48)より，単位立体角当たりの断面積14は

dσ

dΩ
=

(
m

2πh̄2

)2

|v(q)|2 (5.2.49)

13ただし，極微な標的原子から見れば入射電子ビームは 1つの線源から全方向に拡がる電子からなるように見える。
14微分断面積という。
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となることが分かる15

5.2.1 ラザフォード散乱

ポテンシャルが中心力V (r) = V (r)である場合，(5.2.42)を極座標表示に書き換える。d3r = r2 sin ηdrdηdφ

なので

v(q) = v(q) =
∫

d3rei/h̄q·rV (r)

=
∫ ∞

0
drr2V (r)

∫ π

0
dη sin η exp

(
i

h̄
qr cos η

) ∫ 2π

0
dφ (5.2.50)

η

φ

q

r

z

x

y

ここで ξ = cos ηとおくと dξ = − sin ηdηなので
∫ π

0
dη sin ηe

i
h̄

qr cos η =
∫ 1

−1
dξ exp

(
i

h̄
qrz

)
=

2h̄

qr
sin

(qr

h̄

)

したがって (5.2.50)は

v(q) =
4πh̄

q

∫ ∞

0
dr r sin

(qr

h̄

)
V (r) (5.2.51)

となる。ポテンシャルとしてクーロンポテンシャル V (r) = Ze2/rをと

ると

v(q) =
4πZe2h̄

q

∫ ∞

0
dr sin

(qr

h̄

)
(5.2.52)

この積分は上限で振動して収束しないので，このような場合の常套手段として収束因子 e−εrを掛けて

積分し，そのあと ε → 0の極限をとればいい。つまり，

lim
ε→0

∫ ∞

0
dr sin

(qr

h̄

)
e−εr = lim

ε→0

h̄q

q2 + ε2h̄2 =
h̄

q

したがって (5.2.51)は

v(q) =
4πZe2h̄2

q2
(5.2.53)

と求まります。これを (5.2.49)に入れると

θ

pa

pb

q = pa − pb, |pa| = |pb| = p

q2 = q2 = (pa − pb)2

= 2p2(1− cos θ) = 4p2 sin2(θ/2)
q = 2p sin(θ/2) = 2mu sin(θ/2)

dσ

dΩ
=

(
m

2πh̄2

)2

|v(q)|2

=
4Z2e4m2

q4
(5.2.54)

となる。ここで，q = 2p sin(θ/2) = 2mu sin(θ/2)という置き換え（θはベクトル ia, ibのなす角）をす

ると，よく知られたラザフォード散乱の微分断面積の公式が得られる。

dσ

dΩ
=

Z2e4

16(mu2/2)2
1

sin4(θ/2)
=

(
Ze2

4E

)2 1
sin4(θ/2)

, (E = mu2/2) (5.2.55)

15通常の量子力学では微分断面積は散乱振幅を f(θ, φ)とすると， dσ
dΩ

= |f(θ, φ)|2 で与えられる。ボルン近似では散乱振
幅は f(θ, φ) = − m

2πh̄2

R
d3rei/h̄q·rV (r) = − m

2πh̄2 v(q)となり，この結果は (5.2.49)と一致する 。
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第6話 ファインマン核の性質

第 6話はファインマン核の性質を総括的にみていきます。ファインマン核は固有関数で展開できること

を使って，調和振動子のエネルギーと波動関数を求めます。

6.1 ファインマン核の重要な性質

(5.2.24) に示すように時刻 t0 の波動関数 ψ(x0, t0) と時刻 t の波動関数 ψ(x, t) はファインマン核

K(x, t;x0, t0)を用いて

ψ(x, t) =
∫ ∞

−∞
dx0K(x, t;x0, t0)ψ(x0, t0) (6.1.1)

と表された。2つの波動関数を結びつけるファインマン核K(x, t, x0, t0)をいわゆる時間発展演算子1U(t, t0)

と関連付けよう。

シュレーディンガー表示での系の量子力学的状態を表す状態ベクトルを |ψ(t)〉とし，初期の状態ベ
クトル |ψ(t0)〉を結びつける時間発展演算子 U(t, t0)を

|ψ(t)〉 = U(t, t0) |ψ(t0)〉 (6.1.2)

で定義する。状態関数の時間発展は

ih̄
∂

∂t
|ψ(t)〉 = H |ψ(t)〉 (6.1.3)

で表されるので，この式に (6.1.2)を入れると

ih̄
∂U(t, t0)

∂t
|ψ(t0)〉 = HU(t, t0) |ψ(t0)〉 (6.1.4)

となる。(6.1.4)はすべての |ψ(t0)〉に対して成り立つので，

ih̄
∂U(t, t0)

∂t
= HU(t, t0) (6.1.5)

を得る。ハミルトニアンは時間に依存しない場合2，これを解いて

U(t, t0) = e−iH(t−t0)/h̄ (6.1.6)

1時間推進演算子ともいわれる。
2ハミルトニアンが時間に依存する場合はH(t)が時々刻々異なる演算子に変わっていくので単純に解けない。この場合は

(6.1.5)を積分した U(t) = 1− i
h̄

R t

0
dt′H(t′)U(t′)を考え，逐次近似で解を求めていくことになる。ただし U(t, t0) ≡ U(t)と

した。
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を得る。U(t, t0)はユニタリ演算子であることは次のようにしてわかる。まず，

〈ψ(t) |ψ(t)〉 = 〈ψ(t0)|U †(t, t0)U(t, t0) |ψ(t0)〉 (6.1.7)

となるが，確率が保存されることから 〈ψ(t) |ψ(t)〉 = 〈ψ(t0) |ψ(t0)〉が成り立ち

U †(t, t0)U(t, t0) = 1 (6.1.8)

1は単位演算子。また，(6.1.6)より U(t0, t)U(t, t0) = U(t0, t0) = 1で，これと (6.1.8)より

U(t, t0)† = U(t0, t), U(t0, t)† = U(t, t0) (6.1.9)

となるので (6.1.8)より

U(t0, t)U †(t0, t) = 1 (6.1.10)

t, t0は任意だから，入れ替えて

U(t, t0)U †(t, t0) = 1 (6.1.11)

(6.1.8)と (6.1.11)より U(t, t0)はユニタリ演算子である。また，時間発展演算子は (6.1.6)より次の結

合則を満たす。

U(t, t1)U(t1, t0) = U(t, t0) (6.1.12)

これは，系の t0から tへの時間発展はその途中の任意の時刻 t1への時間発展を経由して行われたもの

と同等であることを意味する。

さて，波動関数 ψ(x, t)はヒルベルト空間に張られた状態ベクトル |ψ(t)〉の位置座標への射影成分と
いうことなので，いわゆる x-表示 (位置表示)で

ψ(x, t) = 〈x |ψ(t)〉 (6.1.13)

と表される3。位置演算子を x，その固有ケットを |x〉とすると




x |x〉 = x |x〉

〈x′ |x〉 = δ(x′ − x) (直交条件)
∫ ∞

−∞
dx |x〉 〈x| = 1 (完全性の条件)

(6.1.14)

完全性の条件を使って (6.1.13)は

ψ(x, t) = 〈x |ψ(t)〉 = 〈x |U(t, t0)ψ(t0)〉
=

∫ ∞

−∞
dx0 〈x|U(t, t0) |x0〉 〈x0 |ψ(t0)〉

=
∫ ∞

−∞
dx0 〈x|U(t, t0) |x0〉ψ(x0, t0) (6.1.15)

3詳細は量子力学のコーナーの「座標表示と運動量表示」のレポートを参照されたし。
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と表せる。(6.1.1)と (6.1.15)を較べればファインマン核は時間発展演算子の行列要素として次のよう

に表すことができる。

K(x, t;x0, t0) = 〈x|U(t, t0) |x0〉 = 〈x| e−iH(t−t0)/h̄ |x0〉 (6.1.16)

これからK(x, t;x0, t0)は t− t0の関数であることが分かる4。

さて，ファインマン核の性質を以下に示そう。

• ファインマン核はシュレーディンガー方程式を満たす5。(6.1.3)の左から 〈x|を掛けると

ih̄
∂

∂t
〈x|ψ(t)〉 = 〈x |H |ψ(t)〉 =

〈
x

∣∣∣∣
p2

2m
+ V (x)

∣∣∣∣ ψ(t)
〉

(6.1.17)

となる。




V (x) |x〉 = V (x) |x〉 −→ 〈x|V (x) = V (x) 〈x| (複素共役6)

〈
x

∣∣∣∣
p2

2m

∣∣∣∣ ψ(t)
〉

= − h̄2

2m
∇2〈x |ψ(t)〉 (x−表示ではp = −ih̄∇)

(6.1.18)

を使えば

ih̄
∂

∂t
〈x |ψ(t)〉 =

(
− h̄2

2m
∇2 + V (x)

)
〈x |ψ(t)〉 = H〈x |ψ(t)〉 (6.1.19)

を得る。|ψ(t)〉 = U(t, t0) |ψ(t0)〉を上式に入れて

　 ih̄
∂

∂t
〈x|U(t, t0) |ψ(t0)〉 = H 〈x|U(t, t0) |ψ(t)〉

...
[
H − ih̄

∂

∂t

]
K(x, t;x0, t0) = 0 (t > t0) (6.1.20)

• t → t0の極限で

lim
t→t0

K(x, t;x0, t0) = lim
t→t0

〈x|U(t, t0) |x0〉 = 〈x |x0〉 = δ(x− x0)
(... U(t0, t0) = 1

)
(6.1.21)

が成り立つ。

• ファインマン核は結合則を満たす。時間発展演算子の結合則 (6.1.6)を使うと

K(x, t, x0, t0) = 〈x|U(t, t0) |x0〉 = 〈x|U(t, t1)U(t1, t0) |x0〉

=
∫ ∞

−∞
dx1 〈x|U(t, t1) |x1〉 〈x1|U(t1, t0) |x0〉

=
∫ ∞

−∞
dx1K(x, t;x1, t1)K(x1, t1;x0, t0) (t > t1 > t0) (6.1.22)

が得られる。一般に，任意の t > tn > tn−1 > · · · > t1 > t0に対して

K(x, t, x0, t0) =
∫

dx1dx2 · · · dxnK(x, t;xn, tn)K(xn, tn;xn−1, tn−1) · · ·K(x1, t1;x0, t0)

(6.1.23)

が成り立つ7。
4ただし，ハミルトニアンが時間をあらわに含まない場合。
5(3.2.6)も参照。
7(5.1.5)も参照。
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• 時間発展演算子 U(t, t0)のユニタリー性を反映して
∫ ∞

−∞
dx′K(x, t;x′, t′)K(x′, t′;x0, t0) =

∫ ∞

−∞
dx′ 〈x|U(t, t′)

∣∣x′〉 〈
x′

∣∣ U(t′, t) |x0〉

= 〈x |x0〉 = δ(x− x0) (t > t0) (6.1.24)

が成り立つ。

• グリーン関数G(x, t;x0, t0)はファインマン核K(x, t, x0, t0)を用いて

G(x, t;x0, t0) ≡ −iθ(t− t0)K(x, t, x0, t0) (6.1.25)

と定義される。グリーン関数G(x, t;x0, t0)の満たす方程式は (6.1.16)，(6.1.20)，(6.1.24)より
[
H − ih̄

∂

∂t

]
G(x, t;x0, t0) =

[
H − ih̄

∂

∂t

] [
−iθ(t− t0)K(x, t : x0, t0)

]

=−iθ(t− t0)
[
H − ih̄

∂

∂t

]
K(x, t : x0, t0)− h̄

∂θ(t− t0)
∂t

K(x, t : x0, t0)

=−h̄
∂θ(t− t0)

∂t
〈x| e−iH(t−t0)/h̄ |x0〉

=−h̄δ(t− t0)〈x |x0〉
=−h̄δ(t− t0)δ(x− x0) (6.1.26)

となる。

6.2 ファインマン核を固有関数で展開

ハミルトニアンが時間をあらわに含まない系では，ファインマン核は (6.1.16)で示したように

K(x, t;x0, t0) = 〈x| e−iH(t−t0)/h̄ |x0〉 (6.2.1)

と表される。H の固有ケットを |n〉，エネルギーをEnとすると

H |n〉 = En |n〉 , 〈m |n〉 = δmn =





1 m = n

0 m 6= n
(6.2.2)

なので，(6.2.1)は

K(x, t;x0, t0) =
∑
m,n

〈x |m〉 〈m| e−iH(t−t0)/h̄ |n〉 〈n |x0〉 (6.2.3)

と展開できる。指数関数はべき級数に展開して |n〉を掛けると

e−iH(t−t0)/h̄ |n〉=
(

1− iH(t− t0)/h̄− 1
2!

[H(t− t0)/h̄]2 + · · ·
)
|n〉

=
(

1− iEn(t− t0)/h̄− 1
2!

[En(t− t0)/h̄]2 + · · ·
)
|n〉

= e−iEn(t−t0)/h̄ |n〉 (6.2.4)
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となるので，ファインマン核 (6.2.3)はEnの固有関数 ψn(x)で展開できて

K(x, t;x0, t0) =
∞∑
n

〈x |n〉 〈n |x0〉 e−iEn(t−t0)/h̄

=
∞∑
n

ψn(x)ψ∗n(x0)e−iEn(t−t0)/h̄ (t > t0) (6.2.5)

と表せる。

6.2.1 自由粒子

ファインマン核を固有関数で展開した (6.2.5)から 1次元自由粒子のファインマン核の具体的表式が

でてくることを確かめよう。自由粒子のハミルトニアンとエネルギー固有値 Eに属する規格化された

固有関数は 



H = − h̄2

2m

d2

dx2

ψE =
1√
2π

eikx, Ek =
h̄2k2

2m

(6.2.6)

なので，ファインマン核は

K(x, t : x0, t0) =
∞∑

k

eik(x−x0)−iEk(t−t0)/h̄ (6.2.7)

と表せる。固有値は連続なので kについての和を積分に置き換えて

K(x, t : x0, t0) =
1
2π

∫ ∞

−∞
dkeik(x−x0)−i(h̄2k2/2m)(t−t0)/h̄ (6.2.8)

となる。ここで積分変数 kを k → k − m
t−t0

(x− x0)と置き換えると指数部は

　 exp
[−ik(x− x0)− i(h̄2k2/2m)(t− t0)/h̄

] −→ exp[−iaK2 + ibK] (6.2.9)

ただし，a =
h̄(t− t0)

2m
, b = x− x0, K = k − m(x− x0)

t− t0

となり，求める積分は

K(x, t : x0, t0) =
1
2π

∫ ∞

−∞
dKe−iaK2+ibK (6.2.10)

と表せる。この積分（ガウス積分）は公式
∫ ∞

−∞
dxe−iax2±ibx =

√
π

ia
ei b2

4a (6.2.11)

を使えば容易にできて

K(x, t : x0, t0) =
√

m

2πih̄(t− t0)
exp

[
i

h̄

m

2
(x− x0)2

t− t0

]
(6.2.12)

を得る。これは (3.1.9)で得た自由粒子のファインマン核と一致する。
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6.2.2 調和振動子

おまけとして，この節の最後にファインマン核から調和振動子の波動関数が導かれる8ことをみてい

く。(6.2.5)より

　
( mω

2πih̄ sinωT

)1/2
exp

[
imω

2h̄ sinωT

{
(x2

1 + x2
2) cos ωT − 2x1x2

}]
=

∞∑

n=0

e−(i/h̄)EnT ψn(t2)ψ∗n(t1)

(6.2.13)

左辺に関係式 



sinωT =
1
2i

(eiωT − e−iωT ) =
1
2i

eiωT (1− e−2iωT )

cos ωT =
1
2i

(eiωT + e−iωT ) =
1
2
eiωT (1 + e−2iωT )

(6.2.14)

を入れると

K(x2, t2;x1, t1) =
(mω

πh̄

)1/2
e−iωT/2

(
1− e−2iωT

)−1/2

× exp
{
−mω

2h̄

[
(x2

1 + x2
2)

1 + e2iωT

1− e2iωT
− 4x1x2

e−iωT

1− e2iωT

]}
(6.2.15)

となる。この式を e−iωT のべきで展開する。各パーツを e−iωT の冪で展開9すると

　
(
1− e−2iωT

)−1/2
= 1 +

1
2
e−2iωT +

3
8
e−4iTω + · · ·

exp
{
−mω

2h̄

[
(x2

1 + x2
2)

1 + e2iωT

1− e2iωT
− 4x1x2

e−iωT

1− e2iωT

]}

= e−
mω
2h̄

(x2
1+x2

2)

[
1 +

2mω

h̄
x1x2e

−iωT +
2m2ω2

h̄2 x2
1x

2
2e
−2iωT − mω

h̄
(x2

1 + x2
2)e

−2iωT + · · ·
]

(6.2.16)

となる。これを (6.2.15)に入れて整理すると

K(x2, ty2;x1, t1) =
(mω

πh̄

)1/2
e−iωT/2

∞∑

n=0

fn(x1, x2)e−inωT

=
(mω

πh̄

)1/2
∞∑

n=0

fn(x1, x2)e−i(n+ 1
2)ωT (6.2.17)

となり，(6.2.13)は

(mω

πh̄

)1/2
∞∑

n=0

fn(x1, x2)e−i(n+ 1
2)ωT =

∞∑

n=0

e−(i/h̄)EnT ψn(t2)ψ∗n(t1) (6.2.18)

と表すことができる。両辺の比較から調和振動子のエネルギー準位は

En = h̄ω

(
n +

1
2

)
(6.2.19)

8詳細は R.P.ファインマン，A.R.ヒップス「量子力学と経路積分」の第 8章を参照されたい。
9x = e−iωT とおいてべき展開し，その後変数 xを元に戻す。
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で与えられることが分かる。

つぎに n = 0, 1, 2までの波動関数を求めていく。

　
(mω

πh̄

)1/2
e−

mω
2h̄

(x2
1+x2

2)e−iωT/2

[
1 +

2mω

h̄
x1x2e

−iωT +
(

2m2ω2x2
1x

2
2

h̄2 − mω

h̄
(x2

1 + x2
2) +

1
2

)
e−2iωT + · · ·

]

=
∞∑

n=0

e−(i/h̄)EnT ψn(t2)ψ∗n(t1) (6.2.20)

で，両辺の n = 0の項の比較から
(mω

πh̄

)1/2
e−

mω
2h̄

(x2
1+x2

2)e−iωT/2 = e(−i/h̄)E0T ψ0(x2)ψ∗0(x1) (6.2.21)

が成立し，基底状態のエネルギーと波動関数は




E0 =
1
2
h̄ω

ψ0(x) =
(mω

πh̄

)1/4
e−mωx2/2h̄

(6.2.22)

と求まる。同様にして第 1励起状態のエネルギーと波動関数は n = 1の両辺を比較して
(mω

πh̄

)1/2 2mω

h̄
x1x2e

−mω
2h̄

(x2
1+x2

2)e−3iωT/2 = e(−i/h̄)E1T ψ0(x2)ψ∗0(x1) (6.2.23)




E1 =
3
2
h̄ω

ψ1(x) =
(

2mω

h̄

)1/2

xψ0(x)
(6.2.24)

と求まる。次に，第 2励起状態のエネルギーと波動関数だが
(mω

πh̄

)1/2
e−

mω
2h̄

(x2
1+x2

2)

(
2m2ω2

h̄2 x2
1x

2
2 −

mω

h̄
(x2

1 + x2
2) +

1
2

)
e−(5/2)iωT = e(−i/h̄)E2T ψ0(x2)ψ∗0(x1)

(6.2.25)

において，左辺 ( )内の式を

2m2ω2

h̄2 x2
1x

2
2 −

mω

h̄
(x2

1 + x2
2) +

1
2

=
1
2

(
2mω

h̄
x2

1 − 1
)(

2mω

h̄
x2

2 − 1
)

(6.2.26)

と表せば，両辺の比較より 



E2 =
5
2
h̄ω

ψ2(x) =
1√
2

(
2mω

h̄
x2 − 1

)
ψ0(x)

(6.2.27)

と求まる。

さて，ファインマン核から求めた波動関数がシュレーディンガーの波動方程式の厳密解と一致する

ことをみていこう。ξ ≡
√

mω/h̄ xとおいて，いま求めた波動関数を次の形に書いておく。




ψ0(x) =
(mω

πh̄

)1/4
e−

1
2
ξ2

ψ1(x) =
√

2ξψ0(x)

ψ2(x) =
√

2
(

ξ2 − 1
2

)
ψ0(x)

(6.2.28)
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調和振動子のエネルギー固有値と波動関数は，シュレーディンガーの波動方程式を解いて




En =
(

n +
1
2

)
h̄ω, (n = 0, 1, 2, · · · )

ψn(x) =

√
1

2nn!
Hn(ξ)

(mω

πh̄

)1/4
e−

1
2
ξ2

(6.2.29)

と求められる。Hn(ξ)はエルミート多項式で

H0(ξ) = 1, H1(ξ) = 2ξ, H2(ξ) = 4ξ2 − 2, · · · (6.2.30)

(6.2.28)と (6.2.29)を比較すると，ファインマン核から得られた波動関数はシュレーディンガーの波動

方程式の解と一致することが分かる。

6.3 運動量表示 (p-表示)でのファインマン核

初期および終状態の波動関数の運動量空間への 1次元フーリエ変換を




終状態 ψ(x, t) =
∫ ∞

−∞
dpϕp(t)eipx/h̄

初期状態 ψ(x0, t0) =
∫ ∞

−∞
dp0φp0(t0)e

ip0x0/h̄

(6.3.1)

とし，これを (6.1.1)の波動関数の時間発展の式

ψ(x, t) =
∫ ∞

−∞
dx0K(x, t;x0, t0)ψ(x0, t0)

に入れると ∫ ∞

−∞
dkϕp(t)eipx =

∫ ∞

−∞
dx0dp0K(x, t;x0, t0)φp0(t0)e

ip0x0/h̄ (6.3.2)

を得る。左から e−ip′x/h̄を掛けて xで積分すると10

左辺：
∫ ∞

−∞
dpdxϕp(t)ei(p−p′)x/h̄ = 2π

∫ ∞

−∞
dpδ(p− p′)ϕp(t) = 2πϕp′(t)

右辺：
∫ ∞

−∞
dp0dx0dxK(x, t;x0, t0)φp0(t0)e

−i(p′x−p0x0)/h̄

(6.3.3)

となる。ここで

K(p′, t; p0, t0) =
1

2πh̄

∫ ∞

−∞
dx0dxK(x, t : x0, t0)e−i(p′x−p0x0)/h̄ (6.3.4)

という量を定義すると (6.3.2)は

ϕp(t) = h̄

∫ ∞

−∞
dp0K(p, t; p0, t0)φp0(t0) (6.3.5)

10δ(p− p′) =
1

2π

Z
dxei(p−p′)x
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と表される11。この式は運動量空間での波動関数の時間発展を書き表していて，K(k, t; p0, p0)は運動

量表示でのファインマン核と呼ばれる。位置空間でのファインマン核K(x, t;x0, t0)とは次の関係で結

ばれる。

K(p, t : p0, t0) = 〈p |U(t, t0)| p0〉
=

∫
dxdx0〈p |x〉 〈x |U(t, t0)|x0〉 〈x0 |p0〉

=
∫

dxdx0〈p |x〉K(x, t;x0, t0)〈x0 |p0〉 (6.3.6)

位置表示と運動量表示のいわゆる変換関数




〈p |x〉 =
1√
2πh̄

e−ipx

〈x0 |p0〉 =
1√
2πh̄

e−ip0x0

(6.3.7)

を (6.3.6)に入れると

K(p, t; p0, t0) =
1

2πh̄

∫ ∞

−∞
dx0dxK(x, t : x0, t0)e−i(px−p0x0)/h̄ (6.3.8)

となり12，(6.3.4)と一致する。

11p′ を pに書き換えた。
122次元フーリエ変換の関係
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第7話 WKB近似（１）

第 2話の【補足】のところでシュレーディンガーの波動方程式の解を ψ = AeiS/h̄とおいて，h̄ → 0

の極限をとると，シュレーディンガー方程式は古典力学のハミルトン・ヤコビの方程式になることを示

しました。これは波動と粒子の運動の間には密接な関係があることを示唆しています。ここからはファ

インマンの経路積分から少し逸れ、２話にわたって量子力学の古典近似の話題から準古典近似と呼ば

れるWKB近似の話をすることにします。

WKB近似は波動関数 ψ = AeiS/h̄をシュレーディンガー方程式に代入して得られる Sの 2階微分方

程式を h̄が小さいとして摂動展開し h̄の 1次近似で S を求めるという方法ですが、WKB近似の話は

次回のお楽しみとして，ここではハミルトン・ヤコビ方程式で記述される古典力学での粒子の運動はあ

る
・

波
・

の
・

運
・

動の幾何光学的な極限の場合に対応しているという話から始めることにします。こうすること

で波動と粒子の運動の密接な関係が凡そイメージできるようになると思います。

7.1 ハミルトン・ヤコビの方程式

ハミルトニアン

H = H(qi, pi, t) (7.1.1)

が与えられたとき，
∂S

∂t
+ H

(
qi,

∂S

∂qi

, t

)
= 0, pi =

∂S

∂qi

(7.1.2)

をハミルトン－ヤコビの偏微分方程式といい，Sをハミルトンの主関数という。Sは作用積分で，ラグ

ランジアンを Lとすると

S =
∫ t2

t1

dtL (7.1.3)

で定義される。ハミルトニアンが時間を陽に含まない場合，

H

(
qi,

∂S

∂qi

)
= E (E：定数) (7.1.4)

となるので，ハミルトン－ヤコビの方程式は次の解をもつ1。

S = W − Et (7.1.5)

W はハミルトンの特性関数と呼ばれる。

1詳しいことはゴールドスタイン等，適当な解析力学のテキストを参照されたい。
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7.2 ハミルトン・ヤコビ方程式と幾何光学

ハミルトニアンが運動の定数でエネルギー Eに等しい系（保存力学系）を考えると，ハミルトンの

主関数 Sと特性関数W は (7.1.5)に示したように

S(x, t) = W (x)− Et, ただしx ≡ (x1, x2, · · · , xn) (7.2.1)

で結ばれる。便宜上，1個の質点からなる系を考えると x ≡ (x, y, z)とおける。特性関数は時間を含ま

ないので，3次元空間でW ＝一定の曲面はある定まった位置にある。(7.2.1)より，ある時刻 tにおいて

S＝一定の曲面を考えると，それは，W=一定の曲面のなかの特定の一つと一致する2。しかし，S＝

一定の値に対するW の値は (7.2.1)に従って時々刻々変わっていく。いま，時刻 tにおいて S = aの面

がW = aの面と一致していたとしよう。この面 (face)を ftと名付けておく。

ft : W (x) = a + Et (7.2.2)

t + dt時間後には S = aの面は

ft+dt： W (x) = a + E(t + dt) (7.2.3)

の面に一致する。この面を ft+dtと名付けておく。そうすると，S = aの面は dt時間の間に面 ftから

面 ft+dtまで動いたことになる。このように，S＝一定となる曲面の時間的な運動は，空間における波

面3の伝搬に似ていて，S =一定の面は空間を伝わる波面として特長づけることができる。

ds

n

x

x + nds

O

ft

ft+dt
さて，波面 ft上の点 xに法線を立て波面 ft+dtとの交点までの距

離を ds，法線方向の単位ベクトルを nとすると

　 W (x + nds)−W (x) = E(t + dt)− Et

... (∇W · n)ds = Edt (7.2.4)

を得る。単位法線ベクトルは

n =
∇W

|∇W | (7.2.5)

で与えられるので，波面 ftが法線方向に動く速さ uは

u =
ds

dt
=

E

|∇W | (7.2.6)

となる。∇W の大きさはハミルトン・ヤコビの方程式4より

　
1

2m

[(
∂W

∂x

)2

+
(

∂W

∂y

)2

+
(

∂W

∂z

)2
]

+ V =
1

2m
(∇W )2 + V = E

... |∇W | =
√

2m(E − V ) (7.2.7)
2時刻 t0 においてW (x) = S(x, t0) + Et0 ＝一定
3波面=等位相面。波源から等しい光路長を持つ「波」のことで，光路長が等しいため、波面上の位相も等しくなる。
4ハミルトニアン H = 1

2m
p2 + V で，V はポテンシャルエネルギー。
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と得られ，波面の動く速さ（位相速度）は

u =
E√

2m(E − V )
=

E√
2mT

, T =
1
2
mv2 ：粒子の運動エネルギー (7.2.8)

で与えられる。粒子の運動量を pとすると 2mT = (mv)2 = p2なので，(7.2.8)は

u =
E

p
=

E

mv
(7.2.9)

となり，波面の伝播速度 uは粒子の速さ vに反比例することが分かる。

粒子の軌道

S一定面さて，粒子の運動方向は運動量 pの方向によって決ま

るが，これと S ＝一定の面との関係を見てみよう。運動

量はハミルトンの主関数から決まり，(7.1.2)より

p = ∇S = ∇W (7.2.10)

という関係にあった。pは軌道の接線方向を向いており，

(7.2.10)より粒子は S=一定（W ＝一定）の面に対して垂

直方向に進むことが分かる5。この事情は光が等位相面に

垂直な方向に進んでいくのと同様である。

放物線の頂点付近では v →遅い：
u →速い（uと v は反比例）とい

う点に留意して下さい。

具体的に見ていこう。一様な重力場での 2次元放物運動をとりあげ

る。鉛直上方に y軸をとると，ハミルトニアンは時間を含まないの

でハミルトン・ヤコビ方程式は S = W −Etの解をもち，W は次の

方程式を満たす。

1
2m

{(
∂W

∂x

)2

+
(

∂W

∂y

)2
}

+ mgy = E (7.2.11)

詳細は省略するが6，変数分離法でW を求め，W 一定の等高線を描

いたのが左図である。太実線は粒子の軌道で，細実線は波面を表し，

軌道と波面は直交している。いいかえると，力学的に可能な軌道は

W ＝一定の面に垂直な軌道を描くことで求めることができる。この

ように見てくると，古典力学の中にすでに粒子と波動の二重性が含

まれているということが分かる。

さて，ド・ブロイの物質波との関連性を見ておこう。物質波の振動数を ν，ド・ブロイ波長を λとす

ると

λ =
h

p
=

h

mv
(7.2.12)

で，アインシュタインの関係式E = hνを使えば，物質波の速さ（位相速度）は λν = E/p = E/mvと

なり，これは (7.2.9)と一致する。

5力学的に可能な軌道の組は S=一定の面に垂直な軌道を描くことで求められる。
6詳しいことは江沢洋：解析力学，培風館 (2012)等を参照されたい。
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7.3 アイコナール近似

古典力学はある波の運動の幾何光学的な極限（λ → 0）の場合に対応していることを示す7。光学に

おけるスカラー波動方程式は φをスカラー量として

∇2φ− n2

c2

∂2φ

∂t2
= 0 (7.3.1)

ここで cは真空中の光速度，nは屈折率。nが定数であれば，次の平面波がこの解になる。

φ(x, t) = φ0e
i(k·x−ωt), k =

2π

λ
=

nω

c
(7.3.2)

簡単のために kの方向は z軸に沿っているとすれば，

k · x− ωt =
ω

c
(nz − ct) = k0(nz − ct), k0 =

ω

c
：真空中の波数 (7.3.3)

と書けるので (7.3.2)は

φ(z, t) = φ0e
ik0(nz−ct) (7.3.4)

と表せる。ところで屈折率 nが空間位置で変化する関数 n(x)となる場合には，残念ながら解は (7.3.2)

で表せない。しかし，nの空間変化が緩やかであれば，解は平面波に近い形をしていると考られるので

φ(x, t) = A(x)eik0(L(x)−ct) (7.3.5)

とおく。ここで，A(x), L(x)は実関数とする。A(x)は振幅で，L(x)は nが一定であれば nzになるは

ずの量で，光学距離とかアイコナールと呼ばれる。φの空間微分と時間微分は




∇φ = ∇Aeik0(L−ct) + ik0(∇L)φ

∇2φ =
[∇2A + 2ik0∇A · ∇L−Ak2

0(∇L)2 + iAk0∇2L
]
e−ik0(L−ct)

∂2φ

∂t2
= −n2k2

0φ

(7.3.6)

となるので，(7.3.1)に入れて整理すると
[

1
A
∇2A− k2

0

(
(∇L)2 − n2

)]
φ + ik0

(
∇2L + 2

1
A
∇A · ∇L

)
φ = 0 (7.3.7)

を得る。A, Lは実関数なので，等式が成立するのは実部と虚部がそれぞれゼロの場合に限り，次式が

成立する。

1
A
∇2A− k2

0

[
(∇L)2 − n2)

]
= 0 (7.3.8)

∇2L + 2
1
A
∇A · ∇L = 0 (7.3.9)

いま n(x)は空間的に緩やかに変化し，波長程度の距離の範囲で大きく変わらないとした。つまり，媒

質に何らかの空間変化が起こっているスケールに較べて波長が十分に小さいとしたわけで，これをア
7ゴールドスタイン：古典力学，吉岡書店 (1960)，ランチョス：解析力学と変分原理，日刊工業新聞社 (1992)
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イコナール近似と呼んでいる。そうすると (7.3.8)の式の中では，k2
0 = 4π2/λ2

0の掛かっている項がド

ミナントに効いてきて，空間的変化を示す最初の項は無視できる。その結果

(∇L)2 = n2 (7.3.10)

が得られる。この式は幾何光学でアイコナール方程式8と呼ばれる。この式を解いて得られる L＝一定

の面は等位相面，すなわち波面を表す。光線は等位相面に垂直な方向に進むので，その進路もアイコ

ナール方程式で決定される。また，(7.3.10)を解いて L(x)が求まると，(7.3.9)より振幅 A(x)を得る

ことができる。

アイコナール方程式は力学におけるW に対するハミルトン・ヤコビの方程式と同じ形をしているこ

とを見ておこう。(7.2.7)で∇W → ∇L,
√

2m(E − V ) → nとすれば9，特性関数W はアイコナール

と同じ役割を果たしていることがわかる。




eikonal eq. −→ Hamilton・Jacob eq.

(∇L)2 = n2 −→ 1
2m

(∇W )2 + V = E
(7.3.11)

前にも述べたように粒子の軌跡はW ＝一定の面に対して垂直方向に向かうが，これは光線が等位相面

に垂直な方向に進むことと符合する。つまり，古典力学はある波の運動の幾何光学的な極限（λ → 0）

の場合に対応していることになる。そこで，力学の波動論における方程式を求めていくことにしよう。

W がアイコナール Lに対応しているならば，S = W − Etは (7.3.5)の波の全位相

k0(L− ct) = 2π

(
L

λ0
− νt

)
(7.3.12)

に比例しなければならない。




φ(x, t) = A(x)ei2π(L/λ0−νt)

ϕ(x, t) = ϕ0(x)eiS = ϕ0(x)ei(W−Et)

粒子のエネルギーEと波の振動数 νとは比例しなければならないので，比例定数を hとすると

E = hν (7.3.13)

波長 (λ)と振動数 (ν)，位相速度 (u)の間の関係式

λν = u (7.3.14)

を使えば (7.2.9)と (7.3.13)より，波長は

λ =
u

ν
=

h

p
(...u = E/p) (7.3.15)

で与えられることになる。これは (7.2.12)で示したド・ブロイ波長である。

さて，位相速度 u(= c/n)の波の波動方程式は

∇2φ− 1
u2

∂2φ

∂t2
= 0 (7.3.16)

8スカラー波動方程式の λ0 → 0とした極限より得られる。
9nの穏やかな空間変化はポテンシャルエネルギーの穏やかな空間変化に対応する。
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と表される。φは時間に関して φ ∼ e−iωtの形で変化するとして上式に入れると

∇2φ +
4π2

λ2
φ = 0, ただし，(ω/u)2 = (2π/λ)2 (7.3.17)

を得る。これは時間を含まない波動方程式である。“力学の波動論”においても方程式 (7.3.17)を満た

す ψが存在すると考えられ，この場合，波長 λを

λ → h

p
=

h√
2m(E − V )

(7.3.18)

とおきかえればいいだろう10。その結果，ψは次の方程式を満たす。

∇2ψ +
8π2m

h2
(E − V )ψ = 0 (7.3.19)

これは波動力学におけるシュレーディンガー方程式にほかならない。

シュレーディンガー方程式からハミルトン・ヤコビの方程式がでてくることは第 2話の【補足】のと

ころで触れたが，もう一度別の観点からみていこう。波動関数を

ψ(x, t) = A(x, t)eiS(x,t)/h̄ (7.3.20)

とおくと，空間微分と時間微分は次のようになる。

∇ψ =
(
∇A +

i

h̄
A∇S

)
eiS/h̄

∇2ψ =
(
∇2A +

i

h̄
∇A · ∇S +

i

h̄
A∇2S

)
eiS/h̄ +

i

h̄

(
∇A +

i

h̄
A∇S

)
· ∇SeiS/h̄

=
[
∇2A +

2i

h̄
∇A · ∇S +

i

h̄
A∇2S − A

h̄2 (∇S)2
]

eiS/h̄ (7.3.21)

∂ψ

∂t
=

(
∂A

∂t
+

i

h̄
A

∂S

∂t

)
eiS/h̄ (7.3.22)

これを時間に依存したシュレーディンガー方程式

ih̄
∂ψ

∂t
=

(
− h̄2

2m
∇2 + V

)
ψ (7.3.23)

に入れると，指数関数部は取り除いて

ih̄
∂A

∂t
−A

∂S

∂t
= − ih̄

2m
(2∇A · ∇S + A∇2S)− h̄2

2m
∇2A +

A

2m
(∇S)2 + V A (7.3.24)

これを整理すると

A
∂S

∂t
− h̄2

2m
∇2A＋

A

2m
(∇S)2＋ V A + ih̄

(
∂A

∂t
+

1
m
∇A · ∇S +

1
2m

A∇2S

)
= 0 (7.3.25)

10(7.3.15)から分かるように hは考えている系の特徴的な長さに較べて十分小さい，つまりド・ブロイ波長 λ → 0という
ことが条件になる。
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A, Sは実関数なので，等式が成立するのは実部と虚数部がそれぞれゼロの場合に限ることから

∂S

∂t
=

h̄2

2m

(
1
A
∇2A− 1

h̄2 (∇S)2
)
− V (7.3.26)

∂A

∂t
= − 1

m

(
∇A · ∇S − 1

2
A∇2S

)
(7.3.27)

が得られる。ここまでは近似を使わずに厳密に成り立つ式である。ここで
∣∣∣∣
1
A
∇2A

∣∣∣∣ ¿
1
h̄2 (∇S)2 (7.3.28)

であれば，(7.3.26)は

∂S

∂t
= − 1

2m
(∇S)2 − V −→ ∂S

∂t
+ H = 0, H =

1
2m

p2 + V (7.3.29)

となり，ハミルトン・ヤコビ方程式となる。

(7.3.28)の意味するところを調べてみよう。p2 = (∇S)2 = (h̄k)2を (7.3.28)に入れると，

∣∣∇2A/A
∣∣ ¿ k2 = (2π/λ)2 (7.3.30)

で，これはド・ブロイ波長が振幅 Aの空間変化より十分小さいということを意味していることが分か

る。この条件下では，シュレーディンガー方程式がハミルトン・ヤコビ方程式で近似される11ことから，

(7.3.28)は量子力学でのアイコナール近似ということができる。

7.4 古典流体の運動方程式

(7.3.27)の両辺に 2Aを乗じて整理すると

2A
∂A

∂t
= − 1

m

(
2A∇A · ∇S −A2∇2S

)

...
∂

∂t
A2 = − 1

m
∇ · (A2∇S

)
= −∇ · (A2v) (∇S = mv)

(7.4.1)

となり，ρ = A2(= |ψ|2)とおくと次の連続の方程式となる。
∂ρ

∂t
+∇ · J = 0, J = ρv = A2∇S

m
(7.4.2)

vは流体
・

粒
・

子の速度，ρ = A2(= |ψ|2)は粒子の確率密度で J は流れの密度を表す12と考えることがで

きる。(7.3.29)の勾配をとると

∇
[
∂S

∂t
+

1
2m

p2 + V

]
= ∇∂S

∂t
+∇

(
1
2
mv2

)
+∇V = 0 (7.4.3)

11ざっくりいえば (7.3.26)で h̄ → 0にしたシュレーディンガー方程式の古典近似がハミルトン・ヤコビ方程式となる。
12古典近似においては，ψ が記述するのはポテンシャル V にしたがって動く質量mの古典粒子の流体である。
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となり，第 1項と第 2項はそれぞれ




∇∂S

∂t
=

∂

∂t
∇S = m

∂

∂t
v

∇
(

1
2
mv2

)
=

1
2
m∇(v · v) = m(v · ∇)v

(7.4.4)

と書ける13。時間と位置の関数である速度場の時間微分14は

dv

dt
=

∂v

∂t
+ (v · ∇)v (7.4.5)

と表されことから，(7.4.3)は

m

[
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

]
+∇V = 0 −→ m

dv

dt
= −∇V (7.4.6)

となり，流体粒子は古典的運動方程式15に従うことが分かる。

ψ(x, t)がエネルギーEの定常状態 (古典粒子の流体の定常流）を表すとき，振幅Aは時間に依存せ

ず，S(x, t) = W (x)− Etと表せるので




∂A

∂t
= 0

∂S

∂t
= −E (...S(x, t) = W (x)− Et)

(7.4.7)

が得られる。このとき (7.3.27)と (7.3.26)は

∇ · (A2∇S) = 0 (7.4.8)

(∇S)2 − 2m(E − V ) = h̄2∇2A

A
(7.4.9)

となり，h̄ → 0の古典近似をとれば (7.4.9)の右辺は 0となってハミルトン・ヤコビ方程式となる16。

132 番目の式はベクトル解析の公式 ∇(A ·B) = (A · ∇)B + (B · ∇)A +A × rotB +B × rotA を使う。いまの場合，
rotB = rotA = 0

14ラグランジュ微分ともいわれる。「流体力学講話・つまみ食い（その２）」第 3節を参照。
15保存力場では F = −∇V
16(7.3.29)参照
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第8話 WKB近似（2）

WKB近似は，波動の伝播の問題を解くために 1912年に L．レイリー（Lord Rayleigh・英）によっ

てもたらされ，1923年H.ジェフリーズ（Harold Jeffreys・英）はこれを初めてシュレーディンガー方

程式に適用したといわれています。この方法はさらに 1926年，G.ヴェンツェル（GregorWentze・独），

L.ブリルアン（Leon Nicolas Brillouin・仏 ），H.A.クラマース（Hendrik Anthony Kramers・独 ）に

よって発展させられ，この手法は彼らの名の頭文字をとってWKB近似1と呼ばれるようになりました。

h̄ → 0の極限で量子力学は古典力学に帰着することは第 7話でいやというほど見てきました。WKB近

似は h̄を摂動展開パラメーターとみなして古典力学からの補正を取り込む手法で，h̄のべき級数展開の

h̄2より高次の項を無視する近似です。古典力学の部分に h̄の次数が 1つ高い寄与を取り入れているこ

とから，準古典近似とか半古典近似と呼ばれています。

第 8話では量子力学で取り扱われるWKB近似についての説明をしています。

8.1 WKB近似（準古典近似）

1次元の時間を含まないシュレーディンガー方程式の定常解を求めていこう。この場合，波動関数は

位置 xと時間 tの関数に変数分離できて

ψ(x, t) = AeiS(x,t)/h̄ = Aei(W (x)−Et)/h̄ = φ(x)e−iEt/h̄ (A：定数) (8.1.1)

とあらわすことができる。φ(x)は時間に依存しない波動関数で

φ(x) = AeiW (x)/h̄ (8.1.2)

これは定常状態における 1次元シュレーディンガー方程式
(
− h̄2

2m

d2

dx2
+ V (x)

)
φ(x) = Eφ(x) (8.1.3)

を満たす。シュレーディンガー方程式をEと V (x)の大小に応じて

d2φ

dx2
+

2m

h̄2 [E − V (x)]φ = 0 →





d2φ

dx2
+ k2φ = 0, k =

1
h̄

√
2m[E − V (x)] (E > V (x))

d2φ

dx2
− κ2φ = 0, κ =

1
h̄

√
2m[V − E(x)] (E < V (x))

(8.1.4)

と書いておく2。
1W,K,B各氏はジェフリーズの先駆的な仕事を知らなかったといわれています。本来は JWKB近似とすべきところです

が，しばしば Jは省略されています。
2k と κを間違わないように。
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領域 1 領域 2

E

V (x)

x
a

E > V (x) E < V (x)

（転回点)

V ′(a) > 0系の状態は左図のようにEと V (x)の大小によって 2つ

の領域に分かれているとする。なお，E = V (x)となる点

x = aは転回点と呼ばれるが，これについては後ほど触

れる。　

●E > V (x)の領域 1（古典的に到達可能な領域）

領域 1での波動関数を求めよう。(8.1.2)を (8.1.4)の第 1

式に入れると，W (x)が満たす方程式として次式を得る。

(
W ′)2 − h̄2k2 − ih̄W ′′(x) = 0 (8.1.5)

原理的にはこの方程式を解いてW (x)が求めればよいのだが，残念ながらこの微分方程式は容易に

解けない。そこで ih̄W ′′(x)を h̄を摂動パラメーターとする摂動項と見做して（ih̄W ′′(x)を摂動と見做

せるための条件は後で述べる）W (x)を h̄のべき級数に展開していく摂動法の手法で近似解を求めてい

くことのなる。処方箋に従って

W = W0 + h̄W1 + h̄2W2 + · · · (8.1.6)

とおき，これを (8.1.4)の第 1式に入れ h̄の同じ冪の項を取りだすと




0次： W ′ 2
0 = 2m(E − V (x))

1次： 2W ′
0 W ′

1 − iW ′′
0 = 0

2次： 2W ′
0 W ′

2 + W ′ 2
1 − iW ′′

1 = 0
...

(8.1.7)

となる。0次の項から

W ′
0 = ±

√
2m(E − V (x)) = ±h̄k(x), ... W0(x) = ±h̄

∫ x

a
dx′k(x′) (8.1.8)

ただし，

k(x) =
√

2m(E − V (x))/h̄ = p(x)/h̄, p(x) =
√

2m(E − V (x))：局所運動量 (8.1.9)

次に 1次の項から

W ′
1 =

i

2
W ′′

0

W ′
0

=
i

2
k′(x)
k(x)

, ... W1(x) =
i

2
log k(x) (8.1.10)

が得られるので，h̄の 1次オーダーまでの近似解は

W = W0 + h̄W1 = ±h̄

∫ x

a
dx′k(x′) +

ih̄

2
log k(x) (8.1.11)

となる。以上のことから，(8.1.4)の第 1式の基本解は

φ(x) =
1√
k(x)

exp
(
±i

∫ x

a
dx′k(x′)

)
(8.1.12)
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と得られ，一般解はA+, A−を定数とする基本解の 1次結合で表して

φ(x) =
A+√
k(x)

exp
(

i

∫ x

a
dx′k(x′)

)
+

A−√
k(x)

exp
(
−i

∫ x

a
dx′k(x′)

)
(8.1.13)

となる。表現を簡単にするために次の積分を定義すると

η(x, a) =
∫ a

x
dx′

√
2m |E − V (x)|

h̄
(8.1.14)

領域 1におけるWKB近似の波動関数は

φ(x) =
A+√
k(x)

exp
(

i

∫ x

a
dx′k(x′)

)
+

A−√
k(x)

exp
(
−i

∫ x

a
dx′k(x′)

)

=
A+√
k(x)

e−iη(x,a) +
A−√
k(x)

eiη(x,a) (x < a：E > V (x)) (8.1.15)

と表せる。 (8.1.15)は sinや cosで表せる振動型の解で，右辺第 1項は x軸の正の向きに進む波を，第

2項は負の向きに進む波を表す3。

領域 1においては局所運動量 p(x) =
√

2m(E − V (x))は実数で，この領域は古典的に到達可能な領

域と呼ばれる。

●E < V (x)の領域 2（古典的に到達不可能な領域）

この領域では

W0(x) = ±ih̄

∫ x

a
dx′κ(x′), W1(x) =

i

2
log κ(x) (8.1.16)

が得られ，h̄の 1次オーダーまでの近似解は

W = W0 + h̄W1 = ±ih̄

∫ x

a
dx′κ(x′) +

ih̄

2
log κ(x) (8.1.17)

となる。(8.1.4)の第 2式の基本解は

φ(x) =
1√
κ(x)

exp
(
±

∫ x

a
dx′κ(x′)

)
(8.1.18)

したがって，領域 2におけるWKB近似の波動関数は，(8.1.14)で定義した ηを使うと

φ(x) =
B+√
κ(x)

exp
(∫ x

a
dx′κ(x′)

)
+

B−√
κ(x)

exp
(
−

∫ x

a
dx′κ(x′)

)
(8.1.19)

=
B+√
κ(x)

eη(a,x) +
B−√
κ(x)

e−η(a,x) (x > a：E < V (x)) (8.1.20)

と表せる。波動関数 (8.1.20)は領域1で見られた振動型の波動関数ではない点に注意されたい。η(a, x) ≥
0であり，いわゆる普通の“波”ではなく指数関数的に増大，減衰する波とでもいうべきものである。

3eikx は x軸正の方向に進む進行波，e−ikx は x軸の負の方向に進む後退波を表す。いま，η(x, a) = − R x

a
dx′k(x′))であ

ることに注意しよう。
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なぜそのようになるかというと，領域 2では運動量 p(x) =
√

2m(E − V (x))は純虚数になり古典力学

的には粒子は存在しえない（このことから古典的に到達不可能な領域と呼ばれる）が，量子力学ではポ

テンシャルの壁を越えた波動関数の浸みだし（トンネル効果）がある，ということによる。

　　
(波動関数の浸みだし）

領域 2：減衰する波領域 1：普通の波

x
x

eiη(x) e−ηx e+ηx

トンネル効果

○ ih̄W ′′(x)が摂動と見做せるための条件 　

ここで ih̄W ′′(x)が摂動と見做せる条件について調べてみよう。その条件は (8.1.5)の第 3項が十分小さ

いこと，つまり

W ′(x)2 À
∣∣h̄W ′′(x)

∣∣ −→ 1 À
∣∣∣∣
h̄W ′′(x)
W ′(x)2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
(

h̄

W ′(x)

)′∣∣∣∣ (8.1.21)

が成り立つことである。

h̄

W ′(x)
=

h̄

W ′
0(x) + h̄W ′

1(x) + · · · =
1

±k(x) +
i

2
k′(x)
k(x)

+ · · ·

で，分母を第 1項で近似すると，(8.1.21)の条件は

1 À
∣∣∣∣

d

dx

1
k(x)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

d

dx

h̄

p(x)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣h̄

1
p2

dp

dx

∣∣∣∣ , p(x) = h̄k(x) (8.1.22)

と書ける。その点での局所的なド・ブロイ波長を λ(x) =
h

p(x)
とすれば

∣∣∣∣
dλ(x)

dx

∣∣∣∣ ¿ 1 −→ |dλ(x)| ¿ |dx| (8.1.23)

であり，粒子が距離 dx進む間にド・ブロイ波長 λ(x)はほとんど変化しないことを意味している。ま

た，条件 (8.1.23)は ∣∣∣∣h̄
1
p2

dp

dx

∣∣∣∣ ¿ 1 −→
∣∣∣∣

λ

2π
· 1
p

dp

dx

∣∣∣∣ ¿ 1 (8.1.24)

と表すことができ，これは距離 λ/2πの間の，粒子の運動量変化の割合が 1に較べてずっと小さいこと

を意味する。これらの条件は，(8.1.9)よりポテンシャル V (x)は波長程度の距離ではほとんど変化しな

いということと同じである。

●E = V (x)（転回点）

　 V (x) = Eとなる近傍では p(x) → 0，波長 λ(x) → ∞となり，WKB近似の前提条件 (8.1.21)が成

り立たない。V (x) = Eとなる点 x = aは転回点と呼ばれ4，古典的にはエネルギーEで飛んできた粒
4古典的回帰点ともいう。
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子の速度は転回点で 0になり，粒子は逆方向に引き返す点である。転回点ではWKB近似は使えない

が，転回点から数波長離れた領域ではWKB近似は成り立つ。WKB近似はポテンシャル V (x)は波長

程度の距離ではほとんど変化しないことが前提条件となっている。WKB近似が成立する xの領域を求

めよう。ポテンシャル V (x)を回帰点 x = aの回りでテイラー展開し，1次までの項で近似（線形近似）

すると

V (x) ' V (a) + (x− a)V ′(a) = E + (x− a)V ′(a) (8.1.25)

このとき運動量は

p(x) =
√

2m(E − V (x)) '
√

2m(a− x)V ′(a) (8.1.26)

となる。(8.1.22)の条件は

1 À
∣∣∣∣

d

dx

h̄

p(x)

∣∣∣∣ −→ |x− a| À 1
2

(
h̄2

m |V ′(a)|
)1/3

(8.1.27)

となり，WKB近似がよい近似となる領域は

x ¿ a− 1
2

(
h̄2

m |V ′(a)|
)1/3

, x À a +
1
2

(
h̄2

m |V ′(a)|
)1/3

(8.1.28)

8.2 WKBの接続公式

E > V (x)の領域 1とE < V (x)の領域 2における波動関数は




領域 1： φ1(x) =
A+√
k(x)

e−iη(x,a) +
A−√
k(x)

eiη(x,a) (x < a：E > V (x))

領域 2： φ2(x) =
B+√
κ(x)

eη(a,x) +
B−√
κ(x)

e−η(a,x) (x > a：E < V (x))
(8.2.1)

WKB近似は転回点近くの領域では成り立たないので，
・

そ
・

の
・

領
・

域
・

で
・

はシュレーディンガー方程式の正確

な解を求め，その解を領域 1と領域 2の解につなぎ合わすことが次の仕事になる。

a

領域 1 領域 2

(接続)

WKB φ1(x) φ2(x)

x

　

転回点の近くでのポテンシャルを

V (x) ' V (a) + (x− a)V ′(a) = E + (x− a)V ′(a) (8.2.2)

と線形近似（直線近似）すると，シュレーディンガー方程式

(8.1.3)は

d2φ(x)
dx2

− (x− a)
2mV ′(a)

h̄2 φ(x) = 0 (8.2.3)

と書ける。ここで

y =
(

2mV ′(a)
h̄2

)1/3

(x− a) = V 1/3
a (x− a), Va =

2mV ′(a)
h̄2 (8.2.4)
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と変数変換すると，シュレーディンガー方程式は

d2φ(y)
d2y

− yφ(y) = 0 (8.2.5)

となる。この微分方程式の解はAiry関数Ai(y), Bi(y)5として知られていて，次の積分で定義される6。

Ai(y) =
1
π

∫ ∞

0
cos

(
t3

3
+ yt

)
dt (8.2.6)

Bi(y) =
1
π

∫ ∞

0

[
sin

(
t3

3
+ yt

)
+ exp

(
− t3

3
+ yt

)]
(8.2.7)

(8.2.5)の一般解は

φ(x) = C1Ai(y) + C2Bi(y) (C1, C2：任意定数) (8.2.8)

で与えられる。しかし，積分で定義されたAiry関数のままではWKB解とつなぎ合わせようとしても

途方に暮れてしまう＾^ )；。Airy関数の漸近形は次式で与えられることが知られていて，

y < 0





Ai(−y) ' 1√
πy1/4

sin
(

2
3
y3/2 +

π

4

)

Bi(−y) ' 1√
πy1/4

cos
(

2
3
y3/2 +

π

4

) (8.2.9)

y > 0





Ai(y) ' 1
2
√

πy1/4
exp

(
−2

3
y3/2

)

Bi(y) ' 1√
πy1/4

exp
(

2
3
y3/2

) (8.2.10)

Airy関数とその漸近形をグラフに重ね合わせて描くと下図になり，転回点から少し離れたところで漸

近形の振る舞いは (8.2.5)の厳密解であるAiry関数と一致することが分かる。この事実を使い，WKB

の解とAiry関数の漸近形は転回点の付近で一致する（重なり合う）と考えれば，WKBの解とシュレー

ディンガー方程式の厳密解をつなぎ合わすことができる。
5Ai(y), Bi(y)という表記は慣例上のもので特に意味はない。
6解 Ai(y)の原点付近の振る舞いを見ると，y > 0の領域で y の増加に伴い指数関数的に 0へと減衰し，トンネル効果に

よる波動関数の浸みだしを彷彿とさせる様子が伺える。
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漸近形を使うと (8.2.8)は





x < a : φ1(x) → 1√
π(−y)1/4

{
C1 sin

[
2
3
(−y)3/2 +

π

4

]
+ C2 cos

[
2
3
(−y)3/2 +

π

4

]}

=
1

2
√

π(−y)1/4

{
(C2 − iC1) exp

[
2i

3
(−y)3/2 + i

π

4

]

+(C2 + iC1) exp
[
−2i

3
(−y)3/2 − i

π

4

]}

x > a : φ2(x) → 1
2
√

πy1/4

[
C1 exp

(
−2

3
y3/2

)
+ 2C2 exp

(
2
3
y3/2

)]

(8.2.11)

と表せる。WKB近似の適用領域 (8.1.27)を yで表すと

|x− a| =
∣∣∣yV −1/3

a

∣∣∣ À 1
2

(
2 |Va|−1

)1/3
(8.2.12)

で，これから |y| À 2−2/3 ' 0.63となり，Airy関数の漸近形と十分重なり合うことが分かる。

漸近形の中にでてくる 2
3 |y|3/2という因子は

2
3
|y|3/2 =

2
3
|Va|1/2 |x− a|3/2 =

∣∣∣∣
∫ x

a
dx′

∣∣Va(x′ − a)
∣∣1/2

∣∣∣∣ (8.2.13)

と表せる。転回点の近くでは (8.2.2)より

Va(x− a) =
2m

h̄2 V ′
a(a)(x− a) ' 2m

h̄2 (V (x)− E) (8.2.14)

と近似できるので (8.2.13)は

2
3
|y|3/2 =

∣∣∣∣
∫ x

a
dx′

∣∣Va(x′ − a)
∣∣1/2

∣∣∣∣ '
∫ x

a
dx′

√
2m |V (x)− E|

h̄

= |η(a, x)|



−η(a, x), (x < a)

η(a, x), (x > a)
， k(x) = κ(x) = V 1/3

a

√
|y| (8.2.15)
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である。(8.2.11)に (8.2.15)を入れると




x < a : φ1(x) =
V

1/6
a

2
√

πk(x)

[
(C2 + iC1)e−iη(x,a)−iπ/4 + (C2 − iC1)eη(x,a)+iπ/4

]

x > a : φ2(x) =
V

1/6
a

2
√

πκ(x)

[
2C2e

η(a,x) + C1e
−η(a,x)

] (8.2.16)

となる。これとWKB近似の解 (8.2.1)と比較して




A+ =
V

1/6
a

2
√

π
(C2 + iC1)e−iπ/4 A− =

V
1/6
a

2
√

π
(C2 − iC1)eiπ/4

B+ =
V

1/6
a√
π

C2 B− =
V

1/6
a

2
√

π
C1

(8.2.17)

を得る。これから 



A+ =
(

1
2
B+ + iB−

)
e−iπ/4

A− =
(

1
2
B+ − iB−

)
eiπ/4

(8.2.18)

これが求める接続条件となる。

領域 1のWKB近似解は

φ1(x) =
A+√
k(x)

eiη(a,x) +
A−√
k(x)

e−iη(a,x)

=
1√
k

(
1
2
B+ + iB−

)
ei(η−π/4) +

1√
k

(
1
2
B+ − iB−

)
e−i(η−π/4)

=
1√
k(x)

[
B+ cos

(π

4
− η(a, x)

)
+ 2B− sin

(π

4
− η(a, x)

)]
(8.2.19)

これが (8.2.1)の領域 2におけるWKB近似解

φ2(x) =
B+√
κ(x)

eη(a,x) +
B−√
κ(x)

e−η(a,x) (x > a：E < V (x))

に接続する。領域 2で波動関数が指数関数的に減少するためにはB+ = 0でなければならない。つまり

φ2(x) =
B−√
κ(x)

e−η(a,x) (x > a) (8.2.20)

でこれに接続する領域 1の波動関数は

φ1(x) =
2B−√
k(x)

sin
(π

4
− η(a, x)

)
(x < a) (8.2.21)

となる。

さて，WKB近似の基本的な考え方は以上のお話で理解できると思われるので，第 8話はこのあたり

でお開きとします。次回第 9話は経路積分でのWKB近似を予定していますが，どうなることか．．．
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HIST ORY ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

• 2015.01.23：第 8話を追加

• 2014.12.05：第 7話を追加

• 2014.11.15：第 6話を追加

• 2014.11.03：第 5話を追加。同時に第 3話，第 4話を見直し，若干加筆。

• 2014.08.21：第 4話を追加。

• 2014.08.04：Feynmanの経路積分」（全 3話）をアップ。
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