
第4章 相対論的電磁気学

4.1 マクスウェル方程式のローレンツ変換

電場をE，磁場をBとすると，マクスウェルの方程式は慣性系 Sにおいて

　 ∇ ·E(x, t) =
1
ε0

ρ(x, t) (4.1.1)

∇ ·B(x, t) = 0 (4.1.2)

∇×E(x, t) = −∂B(x, t)
∂t

(4.1.3)

∇×B(x, t) = µ0j +
1
c2

∂E(x, t)
∂t

(4.1.4)

ρは電荷密度，jは電流密度です。µ0は透磁率で真空の誘電率を ε0とすると µ0 = (ε0c
2)−1の関

係にあります。マクスウェル方程式はローレンツ変換で不変であるということを仮定して以下の
議論を進めていくことにします。慣性系 S′におけるマクスウェルの方程式は

　 ∇′ ·E(x′, t′) =
1
ε0

ρ(x′, t′) (4.1.5)

∇′ ·B(x′, t′) = 0 (4.1.6)

∇′ ×E(x′, t′) = −∂B(x′, t′)
∂t′

(4.1.7)

∇′ ×B(x′, t′) = µ0j
′ +

1
c2

∂E(x′, t′)
∂t′

(4.1.8)

ローレンツ変換とその逆変換は

t′ = γ

(
t− β

c
x

)
, x′ = γ(x− V t), y′ = y, z′ = z

t = γ

(
t′ +

β

c
x′

)
, x = γ(x′ + V t′), y = y′, z = z′

(4.1.9)

これから Sと S′系における微分演算子の関係式として次式が得られます。

∂

∂t
=

∂t′

∂t

∂

∂t′
+

∂x′

∂t

∂

∂x′
= γ

(
∂

∂t′
− V

∂

∂x′

)
,

∂

∂t′
= γ

(
∂

∂t
+ V

∂

∂x

)
(4.1.10)

∂

∂x
=

∂x′

∂x

∂

∂x′
+

∂t′

∂x

∂

∂t′
= γ

(
∂

∂x′
− β

c

∂

∂t′

)
,

∂

∂x′
= γ

(
∂

∂x
+

β

c

∂

∂t

)

∂

∂y
=

∂

∂y′
,

∂

∂z
=

∂

∂z′

(4.1.11)

4.1.1 電場と磁場のローレンツ変換

(4.1.3)の x成分は
∂

∂y
Ez − ∂

∂z
Ey = − ∂

∂t
Bx (4.1.12)
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微分演算子の関係式を使って書き直すと

∂

∂y′
Ez − ∂

∂z′
Ey = −γ

(
∂

∂t′
− V

∂

∂x′

)
Bx (4.1.13)

　
(4.1.2)より

∂

∂x
Bx +

∂

∂y
By +

∂

∂z
Bz = γ

(
∂

∂x′
− β

c

∂

∂t′

)
Bx +

∂

∂y′
By +

∂

∂z′
Bz = 0

... γ
∂

∂x′
Bx =

γβ

c

∂

∂t′
Bx − ∂

∂y′
By − ∂

∂z′
Bz

(4.1.14)

これを (4.1.13)に入れて整理すると

∂

∂y′
(Ez + V By)− ∂

∂z′
(Ey − V Bz) = −1

γ

∂

∂t′
Bx

...
∂

∂y′
(
γ(Ez + V By)

)− ∂

∂z′
(
γ(Ey − V Bz)

)
= − ∂

∂t′
Bx

(4.1.15)

一方，(4.1.7)より
∂

∂y′
E′

z −
∂

∂z′
E′

y = − ∂

∂t′
B′

x (4.1.16)

(4.1.15)と (4.1.16)は同じ方程式であるので

E′
z = γ(Ez + V By), E′

y = γ(Ey − V Bz), B′
x = Bx (4.1.17)

を得ます。y成分については

∂

∂z
Ex − ∂

∂x
Ez +

∂

∂t
By = γ

∂

∂t′

(
By +

β

c
Ez

)
− γ

∂

∂x′
(Ez + V By) +

∂

∂z′
Ex = 0 (4.1.18)

また，(4.1.17)より

γ
∂

∂x′
(Ez + V By) =

∂

∂x′
E′

z (4.1.19)

なので，(4.1.19)を (4.1.18)にいれて整理すると

∂

∂z′
Ex − ∂

∂x′
E′

z = γ
∂

∂t′

(
By +

β

c
Ez

)
(4.1.20)

これは (4.1.7)と同じ形をしているので，これとの比較により

Ex = E′
x, B′

y = γ

(
By +

β

c
Ez

)
(4.1.21)

を得ます。同様にして z成分について計算して

B′
z = γ

(
Bz − β

c
Ey

)
(4.1.22)

を得ます。以上，電場と磁場のローレンツ変換を整理すると次のようになります。




E′
x = Ex, E′

y = γ(Ey − V Bz), E′
z = γ(Ez + V By)

B′
x = Bx, B′

y = γ

(
By +

β

c
Ez

)
, B′

z = γ

(
Bz − β

c
Ey

)
(4.1.23)

電場をローレンツ変換すると磁場が混ざるし，磁場をローレンツ変換すると電場が混ざりますね。
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4.1.2 電荷密度，電流密度のローレンツ変換と 4元電流密度

(4.1.5)より

∇′ ·E(x′, t′) = γ

(
∂

∂x
+

β

c

∂

∂t

)
Ex +

∂

∂y
{γ(Ey − V Bz)}+

∂

∂z
{γ(Ez + V By)}

= γ∇ ·E +
γβ

c

∂

∂t
Ex − γV (∇×B)x

=
γ

ε0
ρ +

γβ

c

∂

∂t
Ex − γV (∇×B)x

(4.1.24)

また，(4.1.4)より

(∇×B)x = µ0Jx +
1
c2

∂Ex

∂t
−→ γβ

c

∂

∂t
Ex − γV (∇×B)x = −γV µ0jx (4.1.25)

これを上式に入れると

∇′ ·E(x′, t′)＝γ
( 1

ε0
ρ− µoV jx

)
=

1
ε0

γ
(
ρ− β

c
jx

)

=
1
ε
ρ′

(4.1.26)

したがって，電荷密度のローレンツ変換は

cρ′ = γ(cρ− βjx) (4.1.27)

最後に電流密度のローレンツ変換をもとめます。

(∇′ ·B′)x′ =
∂

∂y′
B′

z −
∂

∂z′
B′

y =
∂

∂y

{
γ

(
Bz − β

c
Ey

)}
− ∂

∂z

{
γ

(
By +

β

c
Ez

)}

= γ

{
(∇×B)x − β

c

(
∂

∂y
Ey +

∂

∂z
Ez

)} (4.1.28)

また， (
∂E′

∂t′

)′

x

= γ

(
∂

∂t
Ex + V

∂

∂x
Ex

)
= γ

∂

∂t
Ex + γcβ

∂

∂x
Ex (4.1.29)

これらを (4.1.27)に入れて

(∇′ ·B′)x′ = γ

{
(∇×B)x − β

c

(
∂

∂y
Ey +

∂

∂z
Ez

)}

= µ0j
′
x +

γ

c2

(
∂

∂t
Ex + cβ

∂

∂x
Ex

)

... µ0j
′
x = γ

{
(∇×B)x − 1

c2

∂

∂t
Ex − β

c
∇ ·E

}

= µ0γ(jx − βcρ)

(4.1.30)

全く同様にして
j′y = jy, j′z = jz (4.1.31)

ここで x → 1, y → 2, z → 3と書き換えて

j4 = ij0 = icρ (4.1.32)

を定義すると，電流密度のローレンツ変換は

j′1 = γ(ji + iβj4), j′2 = j2, j′3 = j3, j′4 = icρ′ = γ(j4 − iβj1) (4.1.33)
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となります。したがって

j′µ = aµνjν −→




j′1
j′2
j′3
j′4


 =




γ 0 0 iγβ

0 1 0 0
0 0 1 0

−iγβ 0 0 γ







j1

j2

j3

j4


 (4.1.34)

jµはローレンツ変換に対してベクトルとして変換するので，4元ベクトルである jµを 4元電流
密度と呼んでいます。

jµ = (j1, j2, j3, j4) = (j, icρ) (4.1.35)

4.1.3 4元ベクトルポテンシャル

電場と磁場を電磁ポテンシャル φ，Aを使って書き換えると1

　 E(x, t) = −∇φ(x, t)− ∂

∂t
A(x, t) (4.1.36)

B(x, t) = ∇×A(x, t) (4.1.37)

となります。ローレンツ変換後も式の形は変わらないので

　 E(x′, t′) = −∇′φ(x′, t′)− ∂

∂t′
A(x′, t′) (4.1.38)

B(x′, t′) = ∇′ ×A(x′, t′) (4.1.39)

とおけます。(4.1.36)の x成分はEx = E′
xであることを使って

Ex = − ∂

∂x
φ− ∂

∂t
Ax = −γ

(
∂

∂x′
− β

c

∂

∂t′

)
φ− γ

(
∂

∂t′
− cβ

∂

∂x′

)
Ax

= − ∂

∂x′
{γ(φ− cβAx)} − ∂

∂t′

{
γ(Ax − β

c
φ

}

= − ∂

∂x′
φ′ − ∂

∂t′
A′x = E′

x

...
φ′

c
= γ

(
φ

c
− βAx

)
, A′x = γ

(
Ax − β

c
φ

)

(4.1.40)

次に y成分はE′
y = γ(Ey − V Bz)であることを使って

E′
y = − ∂

∂y′
φ′ − ∂

∂t′
Ay = γ

{
− ∂

∂y
φ− ∂

∂t
Ay − V (∇×A)y

}

= γ

{
− ∂

∂y
φ− ∂

∂t
Ay − V

(
∂

∂x
Ay − ∂

∂y
Ax

)}

= γ

{
− ∂

∂y
(φ− V Ax)−

(
∂

∂t
+ V

∂

∂x

)
Ay

}

= −γ
∂

∂y′
(φ− V Ax)− ∂

∂t′
Ay = − ∂

∂y′
φ′ − ∂

∂t′
A′y

...
φ′

c
= γ

(
φ

c
− βAx

)
, A′y = Ay

　 (4.1.41)

z成分も同様にして
A′z = Az (4.1.42)

1 φをスカラーポテンシャル，Aをベクトルポテンシャルといいます。この辺りの話は HPの「電磁気学再入門
を読む」か適当な電磁気学のテキストを参照ください。
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となります。ここで
A4 = iA0 = iφ/c (4.1.43)

を定義して整理すると 



A′1 = γ(A1 + iβA4)
A′2 = A2

A′3 = A3

A′4 = γ(A4 − iβA1)

(4.1.44)

A′µ = aµνAν −→




A′1
A′2
A′3
A′4


 =




γ 0 0 iγβ

0 1 0 0
0 0 1 0

−iγβ 0 0 γ







A1

A2

A3

A4


 (4.1.45)

Aµはローレンツ変換に対してベクトルとして変換するので，4元ベクトルである Aµを 4元ベ
クトルポテンシャルと呼んでいます。

Aµ = (A1, A2, A3, A4) = (A1, A2, A3, iφ/c) (4.1.46)

4.1.4 電磁場テンソル

ここで偏微分記号を簡略化した次の記号を導入しておきます。

∂µ ≡ ∂

∂xµ

(µ = 1, 2, 3, 4), ただし ∂4 = − i

c

∂

∂t
(4.1.47)

この記号を使うと

∇2 − 1
c2

∂2

∂t2
=

∂

∂xµ

∂

∂xµ

= ∂µ∂µ ≡ ¤ (4.1.48)

と表すことができ，見通しがよくなります。尚，¤はダランベリアンと呼ばれており，相対論的
波動方程式などにでてきます。また，電荷保存則は 4元電流密度を使って

∂ρ

∂t
+∇ · j = 0 −→ ∂µjµ = 0 (4.1.49)

と簡潔に表わせます。
さて，4元ベクトルポテンシャルを

Aµ = (A1, A2, A3, iA0) (A0 = φ/c) (4.1.50)

とおいて，反対称テンソル Fµν を

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (Fµν = −Fνµ) (4.1.51)

と定義します。独立成分は 6個ですね。マクスウェルの方程式をを使って書くと

E(x, t) = −∇φ(x, t)− ∂

∂t
A(x, t)

= ic(∂1A4 − ∂4A1, ∂2A4 − ∂4A2, ∂3A4 − ∂4A3)

... − iE

c
= (∂1A4 − ∂4A1, ∂2A4 − ∂4A2, ∂3A4 − ∂4A3)

= (F14, F24, F34)

B(x, t) = ∇×A(x, t)

= (∂2A3 − ∂3A2, ∂3A1 − ∂1A3, ∂1A2 − ∂2A1)

= (F23, F31, F12)

(4.1.52)
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となります。電場と磁場の成分を反対称テンソル Fµν の成分で表わすと

E =





Ex = E1 = icF14

Ey = E2 = icF24

Ez = E3 = icF34

⇔ Ei = icFi4, B =





Bx = B1 = F23

By = B2 = F31

Bz = B3 = F12

⇔ Bi =
1
2
εijkFjk

(4.1.53)
また，反対称テンソル成分を電場，磁場成分で表わすと

Fµν =




0 F12 F13 F14

−F12 0 F23 F24

−F13 −F23 0 F34

−F14 −F24 −F34 0


 =




0 B3 −B2 −iE1/c

−B3 0 B1 −iE2/c

B2 −B1 0 −iE3/c

iE1/c iE2/c iE3/c 0


 (4.1.54)

となります。この 2階反対称テンソル Fµν を電磁場テンソルと呼んでいます。これから

Fij = εijkBk, εijk =





1： i, j, kが 123の偶置換のとき
−1： i, j, kが 123の奇置換のとき

0： その他，添字に重複する場合
(4.1.55)

の関係にあることが分かります。電磁場テンソルのスカラー積は

J =
1
2
FµνFµν =

1
2
(F11F11 + F12F12 + F13F13 + F14F14

+ F21F21 + F22F22 + F23F23 + F24F24

+ F31F31 + F32F32 + F33F33 + F34F34

+ F41F41 + F42F42 + F43F43 + F44F44

= B2 − E2

c2

(4.1.56)

となり，J は不変量となります。
電磁場テンソルがローレンツ変換に対して

F ′
µν = aµλaνρFλρ (4.1.57)

と変換されると仮定し，この仮定が成立することを確認していきます。Fµν の独立な成分は
F12, F13, F14, F23, F24, F34の 6個で，aµν は次の通りです。

aµν =




γ 0 0 iγβ

0 1 0 0
0 1 0 0

−iγβ 0 0 γ


 (4.1.58)

Fµν 各成分の変換性を調べてみましょう。(4.1.58)を睨みながら

F ′
12 = a1λa2ρFλρ

= (a11a22 − a12a21)F12 + (a11a23 − a13a21)F13 + (a13a24 − a14a21F14

+ (a12a23 − a13a22)F23 + (a12a24 − a14a22)F24

+ ((a13a24 − a14a23)F34 = a11a22F12 − a14a22F24

= γ(F12 − iβF24)

同様にして

F ′
13 = γ(F13 − iβF34), F ′

14 = F14, F ′
23 = F23

F ′
24 = γ(F24 + iβF12), F ′

34 = γ(F34 + iβF13)

(4.1.59)
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となります。

F ′
µν =




0 γ(F12 − iβF24) γ(F13 − iβF34) F14

−γ(F12 − iβF24) 0 F23 γ(F24 + iβF12)
−γ(F13 − iβF34) F23 0 γ(F34 + iβF13)

−F14 −γ(F24 + iβF12) −γ(F34 + iβF13) 0




(4.1.60)
(4.1.54)と (4.1.62)を見比べてみましょう。電場・磁場のローレンツ変換は (4.1.23)で与えられ
ました。

B′
2 = γ

(
B2 +

β

c
E3

)
, B′

3 = γ

(
B3 − β

c
E2

)
, E′

2 = γ(E2 − V B3), E′
3 = γ(E3 + V B2)

F ′
µν の成分を調べると

F ′
12 = γ(F12 − iβF24) = γ{(∂1A2 − ∂2A1)− iβ(∂2A4 − ∂4A2)}

= γ

(
B3 − β

c
E2

)
= B′

3

F ′
13 = γ(F13 − iβF34) = γ{(∂1A3 − ∂3A1)− iβ(∂3A4 − ∂4A3)}

= −γ

(
B2 +

β

c
E3

)
= −B′

2

F ′
14 = ∂1A4 − ∂4A1 = −i

E1

c
, F ′

23 = B1, F ′
24 = −i

E2

c
, F ′

34 = −i
E3

c

(4.1.61)

となって，(4.1.54)をローレンツ変換した各成分と一致します。したがって，最初の仮定が成立
します。

4.1.5 マクスウェルの方程式を電磁場テンソルで書き換える

マクスウェルの方程式を電磁場テンソルで書き換えます。まず，(4.1.1)と (4.1.4)は次のテン
ソル方程式で表わされることを示します。




∇ ·E(x, t) =

1
ε0

ρ(x, t)

∇×B(x, t) = µ0j +
1
c2

∂E(x, t)
∂t

−→ ∂µFµν = −µ0jν (4.1.62)

最初の式は

∇ ·E − 1
ε0

ρ(x, t) = ∂1E1 + ∂2E2 + ∂3E3 − 1
ε0

ρ

= ic(∂1F14 + ∂2F24 + ∂3F34 + µ0j4) = 0

... ∂1F14 + ∂2F24 + ∂3F34 + µ0j4 = 0

(4.1.63)

次の式は，各成分に分解すると

(∇×B)1 − µ0j1 − 1
c2

∂E1

∂t
= ∂2B3 − ∂3B2 − µ0j1 − 1

c2

∂E1

∂t

= ∂2F12 + ∂3F13 + ∂4F14 − µ0j1 = 0

(∇×B)2 − µ0j2 − 1
c2

∂E2

∂t
= ∂3B1 − ∂1B3 − µ0j2 − 1

c2

∂E2

∂t

= ∂3F23 − ∂1F12 + ∂4F24 − µ0j2 = 0

(∇×B)3 − µ0j3 − 1
c2

∂E3

∂t
= ∂1B2 − ∂2B1 − µ0j3 − 1

c2

∂E3

∂t

= ∂1F31 − ∂2F23 + ∂4F34 − µ0j4 = 0

(4.1.64)
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したがって，与式が成立します。次に，残りの方程式ですが，これは次のテンソル方程式で表わ
されます。





∇ ·B(x, t) = 0

∇×E(x, t) = −∂B(x, t)
∂t

−→ ∂µFνλ + ∂νFλµ + ∂λFµν = 0 (4.1.65)

まず，
∇ ·B = ∂1B1 + ∂2B2 + ∂3B3 = ∂1F23 + ∂2F31 + ∂3F12 = 0 (4.1.66)

次に

(∇×E)1 + ∂tB1 = ∂2E3 − ∂3E2 + ic∂4B1 = ic(∂2F34 + ∂3F42 + ∂4F23) = 0

(∇×E)2 + ∂tB2 = ∂3E1 − ∂1E3 + ic∂4B2 = ic(∂3F14 − ∂1F34 + ∂4F31) = 0

(∇×E)3 + ∂tB3 = ∂1E2 − ∂2E1 + ic∂4B3 = ic(∂1F24 − ∂2F14 + ∂4F12) = 0

(4.1.67)

となるので，与式が成立します。
以上，見てきたようにマクスウェルの方程式は次の 2つのテンソル方程式で表わされることが

分かりました。




∇ ·E(x, t) =
1
ε0

ρ(x, t)

∇ ·B(x, t) = 0

∇×E(x, t) = −∂B(x, t)
∂t

∇×B(x, t) = µ0j +
1
c2

∂E(x, t)
∂t

⇐⇒




∂µFµν = −µ0jν

∂µFνλ + ∂νFλµ + ∂λFµν = 0
(4.1.68)

さて，(4.1.51)で定義した反対称テンソル Fµν は (4.1.68)の 2つ目の式を自動的に満たしま
すね。

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

を代入すると

∂µFνλ + ∂νFλµ + ∂λFµν

= ∂µ(∂νAλ − ∂λAν) + ∂ν(∂λAµ − ∂µAλ) + ∂λ(∂µAν − ∂νAµ) = 0
(4.1.69)

ということで，4元ベクトルポテンシャル (4.1.50)を導入して，反対称テンソル Fµν を (4.1.51)
によって表わすと，(4.1.68)の 2つ目の式はもういらなくなり，マクスウェルの方程式は最終的
に次の 2式で表わされることになります。

∂µFµν = −µ0jν (4.1.70)

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (4.1.71)

(4.1.71)を (4.1.70)に入れると

∂µFµν = ∂µ(∂µAν − ∂νAµ)

= ¤Aν − ∂ν∂µAµ = −µ0jν

(4.1.72)

いま，4元電流 jν が与えられたとすると，この式を解いてAµを求め，それを (4.1.71)の右辺に
代入するとEやBが jν に応じて決まります。
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【※補注】：デュアルテンソルを使った導出の仕方について触れておきます（←上の結論からこの導出は特
に不要となるのだが．．．参考までに）。
Fµν に対してデュアルテンソル ∗Fµν を

∗Fµν =
i

2
εµνλρFλρ (4.1.73)

と定義します。εµνλρは先ほどもでてきましたが，レヴィ・チヴィタの完全反対称テンソルといわれ，ε1234 = 1
としたものです。具体的に書くと

εµνλρ =





1： µ, ν, λ, ρが 1234の偶置換のとき
−1： µ, ν, λ, ρが 1234の奇置換のとき

0： その他，添字に重複する数字を持つ場合
(4.1.74)

∗Fµν の成分は，例えば

∗F12 =
i

2
ε1234F34 +

i

2
ε1243F43 =

i

2
ε1234F34 +

i

2
ε1234F34

= iF34

(4.1.75)

となるので，各成分を書くと次のようになります。
{

∗F12 = iF34
∗F13 = −iF24

∗F14 = iF23

∗F23 = iF14
∗F24 = −iF13

∗F34 = iF21

(4.1.76)

特に，
∗Fi4 =

i

2
εijkFjk (添字 i, j, kはそれぞれ 1, 2, 3をとります) (4.1.77)

と表わせることに注意してください。(4.1.53)より

∗Fµν =




0 E3/c −E2/c iB1

−E3/c 0 E1/c iB2

E2/c −E1/c 0 iB3

−iB1 −iB2 −iB3 0


 (4.1.78)

そうすると，(4.1.68)の 2番目の式はデュアルテンソル ∗Fµν を使うと




∇×E(x, t)=−∂B(x, t)

∂t

∇×B(x, t)=µ0j +
1
c2

∂E(x, t)
∂t

⇐⇒ ∂∗µFµν = 0 (4.1.79)

と表すこともできます。それを以下に見ていきます。





ν = 1 ∂∗1F11 + ∂∗2F21 + ∂∗3F31 + ∂∗4F41 = −(∂2E3 − ∂3E2)− ∂tB1 = 0
ν = 2 ∂∗1F12 + ∂∗2F22 + ∂∗3F32 + ∂∗4F42 = −(∂3E1 − ∂1E3)− ∂tB2 = 0
ν = 3 ∂∗1F13 + ∂∗2F23 + ∂∗3F33 + ∂∗4F43 = −(∂1E2 − ∂2E1)− ∂tB3 = 0

(4.1.80)

... ∇×E = −∂B

∂t
(4.1.81)

ν = 4の場合は

∂∗1F14 + ∂∗2F24 + ∂∗3F34 + ∂∗4F44 = −i(∂1B1 + ∂2B2)− ∂3B3 = 0 (4.1.82)

... ∇ ·B = 0 (4.1.83)
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なお，∗Fµν と Fµν のスカラー積は

K =
1
4
∗FµνFµν = B ·E (4.1.84)

となり，K は不変量となります。

4.1.6 ゲージ変換

Aµを任意のスカラー関数 Λで

Aµ −→ Aµ + ∂µΛ ≡ Ãµ (4.1.85)

のような置き換えをしても電磁場テンソル Fµν は不変です。つまり，電場Eや磁場Bを決める
のにどんな関数 Λをとってきてもかまわないことになります。変換 (4.1.85)をゲージ変換とい
い，この勝手な量 Λ(t, x)を Aµのゲージといいます。また，Fµν は勝手なゲージをとっても変
わらないので，ゲージ不変であるといいます。
ターゲットとする方程式は

∂µFµν = ∂µ(∂µAν − ∂νAµ)

= ¤Aν − ∂ν∂µAµ = −µ0jν

(4.1.86)

Λ(x)を 2階微分可能な全く勝手スカラーな関数として，Aµ = ∂µΛ(x)を (4.1.86)に入れると

∂µFµν = ∂µ(∂µ∂νΛ(x)− ∂ν∂µΛ(x)) = 0 (4.1.87)

のように恒等的に 0となるので，Aµを解とするならAµ + ∂µΛ(x)も解になり，解はユニークに
決まりません。そこで，次に述べるように，方程式が簡単になるようなある特別の Λ(x)をとっ
て解を求めていくやり方を考えます。このようにしても解は特別の Λ(x)にはよらないので問題
ないわけですね2。

ローレンツゲージとゲージ固定

　いま，
¤Aν − ∂ν∂µAµ = −µ0jν (4.1.88)

を解いて，何か 1つの解Aold
ν が得られたとします。この解に ∂µを掛けたら一般には 0とならず

∂µAµ
old(x) = s(x) (4.1.89)

となったとします。このとき，任意にとれる勝手な関数 Λ(x)として次の方程式

¤Λ(x) = −s(x) (4.1.90)

を満たすものをとり，この式を解いて Λ(x)が 1つ見つかったとき，それを使って

Anew
µ (x) = Aold

ν + ∂µΛ(x) (4.1.91)

2 Aµ の任意性を利用して，目的に応じてクーロンゲージやローレンツゲージを採用して数式を簡単にできたわけ
ですね。「電磁気学再入門を読む」を参照されたし。余談ですが，ローレンツゲージのローレンツはデンマーク
の数学者 Ludvig V alentin Lorenz (January 18, 1829− June9, 1891)です。

72



を定義すると
∂µAµ

new = ∂µAold
ν + ¤Λ(x) = s(x)− s(x) = 0 (4.1.92)

となるので，Anew
µ は常に

∂µAµ
new = 0 (4.1.93)

を満たしています3。したがって，(4.1.88)よりAnew
ν は

¤Anew
ν = −µ0jν (4.1.94)

の解となります。以上のことから，解くべき方程式（連立方程式）は次のように簡単化されます。
{

¤Aν = −µ0jν

∂µAµ = 0
(4.1.95)

このAνを使って (4.1.71)よりFµνを決めればよいことになります。(4.1.93)を満たすようにゲー
ジ Λ(x)を制限することをローレンツゲージを採用するといい，(4.1.95)のように，マクスウェ
ルの方程式にゲージ条件を付加することをゲージを固定するといいます。

4.2 相対論的荷電粒子の運動

4.2.1 ローレンツ力

粒子の電荷を q，速度を v とすると，電磁場中でこの荷電粒子が受ける力は次式で表わされ
ます。

f = q(E + v ×B) (4.2.1)

この力をローレンツ力といいます。ローレンツ力を 4元力ベクトルに書きなおすことにします。
4元速度と 4元力は (3.2.13)と (3.2.45)で与えられていますが，再掲しておきます。

uµ = γp(v, ic), Fµ = γp

(
f ,

i

c
v · f

)
(4.2.2)

4元力の空間成分は

F1 = γpf1 = γpq{E1 + (v ×B)1} = q(F12u2 + F13u3 + F14u4)

F2 = γpf2 = γpq{E2 + (v ×B)2} = q(F21u1 + F23u3 + F24u4)

F3 = γpf3 = γpq{E3 + (v ×B)3} = q(F31u1 + F32u2 + F34u4)

...Fi = qFijuj

(4.2.3)

次に時間成分は

F4 = γp
i

c
v · f = γp

i

c
qE · v = q(F41u1 + F42u2 + F43u3)

...F4 = qF4juj

(4.2.4)

空間成分と時間成分をまとめると，ローレンツ力の 4元力ベクトルは

Fµ = qFµνuν (4.2.5)

で表わされます。したがって，荷電粒子の相対論的運動方程式は (3.2.46)より

dpµ

dτ
= qFµνuν or

dpi

dt
= qFµνuν

dτ

dt
= qFµνvi (4.2.6)

3 これは電磁気学でお目にかかる Lorenz gauge：∇ ·A+ 1
c
Ȧ0 = 0ですね。
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となります。
一様電場の場合の中における荷電粒子の運動を考えてみます。電場は E = (E, 0, 0)，磁場は
B = 0とし，粒子は t = 0で静止していたとします。この場合，x軸方向の運動のみが起こるの
で，(4.2.6)より

d

dt
(mv) = m0

d

dt
(γpv) =

1
γp

qF1νuν =
1
γp

q(−iE1/c)(iγpc) = qE

...
d

dt
(γpv) =

d

dt

(
v√

1− v2/c2

)
=

q

m0
E −→ v√

1− v2/c2
=

q

m0
Et

(4.2.7)

vについて整理して

v =
dx

dt
= c

qEt/m0c√
1 + (qEt/m0c)2

, ... x =
m0c

2

qE
(
√

1 + (qEt/m0c)2 + 1) (4.2.8)

qEt/m0c
2 ¿ 1の場合，ニュートン力学の結果と一致します。

次に一様な磁場の場合を考えます。E = 0, B = (0, 0, B)とします。この場合，f = q(v ×B)
で 4元力は

Fµ = γp

(
q(v ×B), 0

)
(4.2.9)

運動方程式は
d

dt
(mv) = m0

d

dt
(γpv) = q(v ×B) (4.2.10)

成分に分けて書くと 



dvx

dt
=

qB

m0γp
vy = ωvy, ω =

1
γp

qB

m0

dvy

dt
= − qB

m0γp
vx = −ωvx

dvz

dt
= 0

(4.2.11)

いま，簡単のため vz = 0とします。

vx = A cos ωt + B sin ωt, vy = B cos ωt−A sinωt

... x = (A/ω) sin ωt− (B/ω) cos ωt + x0, y = (B/ω) sin ωt + (A/ω) cos ωt + y0

(4.2.12)

(x− x0)2 + (y − y0)2 =
A2 + B2

ω2
=

v2

ω2
(4.2.13)

これから粒子は x0, y0を中心として半径 r = v/ω = γp(m0v/qB)の円を描きます。ニュートン
力学からの結果は，円運動の角振動数

ωc =
qB

m0
(4.2.14)

で，粒子の速さには依存しませんでしたが，相対論的効果を取り入れると

ω =
qB

m0

√
1− (v/c)2 (4.2.15)

となって，粒子の速さに関係してきます。
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4.2.2 荷電粒子のラグランジアン

自由粒子の作用は (3.2.61)でみるように

I0 = −m0c

∫
ds = −m0c

2

∫
dτ (4.2.16)

で与えられました。電磁場と荷電粒子が相互作用している場合，I0に e
∫
Aµuµdτ の項が加わり，

この系の作用は次式で表わされます。

I = −m0c
2

∫
dτ＋ e

∫
Aµuµdτ (4.2.17)

相互作用の部分は

e

∫
Aµuµdτ = e

∫
γp(v ·A− φ)dτ =

∫
(ev ·A− eφ)dt (4.2.18)

と書けるので，作用は

I =
∫ (

−m0c
2

γp
− eφ + ev ·A

)
dt (4.2.19)

と表わせます。したがって，相対論的粒子のラグランジアンとして

L = −m0c
2

γp
− eφ + ev ·A (4.2.20)

ととることができます。次に，オイラー・ラグランジュの方程式をたてて運動方程式を求めてい
くことになります。

d

dt

(
∂L

∂vi

)
− ∂L

∂xi

= 0 (4.2.21)

∂L

∂vi

= m0γpvi + eAi = mvi + eAi

∂L

∂xi

= −e
∂φ

∂xi

+ e
∂

∂xi

(vjAj) = −e
∂φ

∂xi

+ evj
∂Aj

∂xi

d

dt

∂L

∂vi

= m
dvi

dt
+ e

dAi

dt
= m

dvi

dt
+ e

(
∂Ai

∂xj

dxj

dt
+

∂Ai

∂t

)

...
d

dt

(
∂L

∂vi

)
− ∂L

∂xi

= m
dvi

dt
+ e

∂φ

∂xi

− e
∂Ai

∂t
+ evj

(
∂Ai

∂xj

− ∂Aj

∂xi

)

　 　 　 = m
dvi

dt
− eEi − evjFij

　 　 　 = m
dvi

dt
− eEi − eεijkvjBk = 0 (...Fij = εijkBk)

(4.2.22)

したがって，求める運動方程式は

m
dvi

dt
= eEi + eεijkviBk −→ m

dv

dt
= e(E + v ×B) (4.2.23)

正準運動量は

pi =
∂L

∂vi

= m0γpvi + eAi = mvi + eAi −→ p = mv + eA (4.2.24)

これから

v =
1

m0γp
(p− eA) =

1
m0

(p− eA)
√

1− (v/c)2 (4.2.25)
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両辺を 2乗して v2を求めると

v2 =
c2(p− eA)2

(m0c)2 + (p− eA)2
, ...

1
γp

=

√
1− v2

c2
=

m0c√
(m0c)2 + (p− eA)2

(4.2.26)

これを (4.2.25)に入れて

vi =
c(pi − eAi)√

(m0c)2 + (p− eA)2
(4.2.27)

ハミルトニアンは

H = pivi − L = m0γpv
2 +

1
γp

m0c
2 + eφ

= c
√

(mc)2 + (p− eA)2 + eφ

(4.2.28)

ハミルトニアンを使ってハミルトンの運動方程式から (4.2.23)の導出は各自試みてください。

4.3 電磁場のエネルギーと運動量

4.3.1 電磁場のエネルギー保存則

電荷 e，質量mをもつ 1個の荷電粒子と電磁場からなる系を考えます。粒子のエネルギー密度
とその流れを

E (pe) =
1
2
mξ̇

2
δ(x− ξ)

j
(pe)
i =

1
2
mξ2ξ̇iδ(x− ξ)

(4.3.1)

で定義します。エネルギーに対するバランス方程式は

Ė +∇ · j(pe) = j ·E (4.3.2)

となります。一方，電磁場のエネルギー密度は

E =
1
2
ε0E

2 +
1
2

1
µ0

B2 (4.3.3)

で与えられ，電磁場のエネルギーに対するバランス方程式は

Ė +
1
µ0
∇ · (E ×B) = −j ·E (4.3.4)

となります。エネルギーの流れの密度を表わすポインティングベクトル4

S =
1
µ0

E ×B (4.3.5)

を導入すると，(4.3.6)は
Ė +∇ · S = −j ·E (4.3.6)

(4.3.2)，(4.3.6)はバランス方程式で，エネルギー保存則を表わしてはいません。そこで，荷電
粒子と電磁場のエネルギーバランス方程式を加え合わせると次の連続の式が得られ

∂

∂t

(
E + E (pe)

)
+∇ ·

{
1
µ0

(E ×B) + j(pe)

}
= 0 (4.3.7)

電磁場と荷電粒子の全体系でエネルギー保存則が成り立つことが分かります。
4 John Henry Poynting：1852.9.9 - 1914.3.30，イギリスの物理学者，ポインティングベクトルを考案。
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4.3.2 電磁場のエネルギー運動量テンソル

電磁場のエネルギー保存則 (4.3.7)を相対論的に書き換えたものを紹介します。天下り的です
が，真空中での電磁場のエネルギー・運動量密度を表わすテンソルを

Tµν =
1
µ0

(FµλFλν +
1
4
δµνFλσFλσ) (4.3.8)

で定義します。このテンソルは対称テンソル(Tµν = Tνµ)であることは明らかで，さらに

Tµµ = 0 (4.3.9)

で，対角成分の和は 0に等しいという性質を持っています。(4.1.56)より

FλσFλσ = 2(B2 −E2/c2) (4.3.10)

また，

T44 =
1
µ0

(
F4λFλ4 +

1
4
FλσFλσ

)
=

1
2
ε0E

2 +
1
2

1
µ0

B2 (4.3.11)

で，電磁場のエネルギー密度

E = T44 =
1
2
ε0E

2 +
1
2

1
µ0

B2 (4.3.12)

を表わします。Ti4は成分は




T14 =
1
µ0

F1λFλ4 = − i

c
(E2B3 − E3B2) = − i

c
(E ×B)1

T24 =
1
µ0

F2λFλ4 = − i

c
(E3B1 − E1B3) = − i

c
(E ×B)2

T34 =
1
µ0

F3λFλ4 = − i

c
(E1B2 − E2B1) = − i

c
(E ×B)3

(4.3.13)

となり，Ti4は電磁場のエネルギー密度の流れの i成分，すなわちポインティングベクトルの i成
分を表わします。

Ti4 =
1
µ0

Fi4F4j = − i

c

1
µ0

(E ×B)i = − i

c
Si (4.3.14)

次に，Tij の各成分を計算すると




T11 =
1
µ0

F1λFλ1 +
1
4
FλσFλσ = ε0E1E1 +

1
µ0

B1B1 −
(

1
2
ε0E

2 +
1
2

1
µ0

B2

)

T22 =
1
µ0

F2λFλ2 +
1
4
FλσFλσ = ε0E2E2 +

1
µ0

B2B2 −
(

1
2
ε0E

2 +
1
2

1
µ0

B2

)

T33 =
1
µ0

F3λFλ3 +
1
4
FλσFλσ = ε0E3E3 +

1
µ0

B3B3 −
(

1
2
ε0E

2 +
1
2

1
µ0

B2

)

T12 =
1
µ0

F1λFλ2 = ε0E1E2 +
1
µ0

B1B2

T13 =
1
µ0

F1λFλ3 = ε0E1E3 +
1
µ0

B1B3

(4.3.15)

これをまとめて書くと

Tij = ε0EiEj +
1
µ0

BiBi − δij

(
1
2
ε0E

2 +
1
2

1
µ0

B2

)
(4.3.16)
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となり，電磁場の j方向の運動量密度の流れの i成分，マクスウェルの応力テンソルであること
が分かります。したがって，テンソル Tµν は次のような構成になっています。

Tµν =

(
Tij Ti4

T4j T44

)
=

(
Tij − i

cSi

− i
cSi E

)
(4.3.17)

(4.3.8)に ∂ν を掛け5，(4.1.86)の ∂νFλν = µ0jλを使うと

∂νTµν =
1
µ0

(
∂νFµλFλν + Fµλ∂νFλν +

1
2
δµν∂νFλσFλσ

)

=
1
µ0

(
∂νFµλFλν + µ0Fµλjλ +

1
2
∂µFλσFλσ

) (4.3.18)

次に括弧内の右辺第 1項と第 3項との和は

∂νFµλFλν +
1
2
∂µFλσFλσ =

1
2
∂νFµλFλν +

1
2
∂νFµλFλν +

1
2
∂µFλσFλσ

=
1
2
∂νFµλFλν +

1
2
∂νFµλFλν +

1
2
∂µFλσFλσ

(4.3.19)

ここで単に添字を書き換えるだけで生まれる次の関係式を使います。

∂νFµλFλν = ∂λFµνFνλ = ∂λFνµFλν (ν → λ, λ → ν) (4.3.20)

そうすると (4.3.18)の第 2項と第 3項は

1
2
∂νFµλFλν =

1
2
∂λFµνFνλ

1
2
∂µFλσFλσ =

1
2
∂µFλνFλν (σ → νに書き換えただけ)

(4.3.21)

となり，(4.3.19)は (4.1.65)を使えば

1
2
(∂νFµλ + ∂λFµν + ∂µFλν)Fλν = 0 (4.3.22)

となるので，結局
∂νTµν = Fµλjλ (4.3.23)

を得ます。ここではこれ以上の議論はやめておきますが，µ = 4と置いたものが系全体のエネル
ギー保存則を表わし，µ = 1, 2, 3と置いたものが系全体の運動量保存則を表わします。

//　

　以上で本レポートを終了します。最後は尻切れトンボのような終わり方となりましたが，少し
疲れてきたのでご容赦願いたい。また機会があれば内容の充実を図っていきたいと思います。
それでは皆様のご健闘を祈って筆を擱くことにします。

5 4次元的な発散
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