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第5話 ボルツマン方程式

マクスウェル1が 1859年に速度分布則を発表してからその理論の正しさが実験的に証明されるまでに
は約 100年の歳月がかかったそうです。ボルツマン2は非平衡状態にある気体の分子は衝突を繰り返し
ていくことにより徐々に平衡状態に近づいていくだろうと考え， 1872年に熱平衡状態に向かう過程を
記述する方程式を導き，熱平衡時の速度分布がマクスウェルの速度分布式に一致することを見いだし
ました。その方程式をボルツマン方程式と呼んでいます。

5.1 ボルツマン方程式

熱平衡状態から少し外れた気体が分子間の衝突により速度分布を変化させながら時間的に熱平衡状
態に推移していく過程を考えます。非平衡状態のあるN 個の分子からなる気体において，時間 tに速
度が vと v + dv，位置が rと r + drの間にある分子の数が

f(x, y, z, vx, vy, vz, t)dxdydzdvxdvydvz = f(r,v, t)d3rd3v (5.1.1)

で与えられる新しい分布関数f(r,v, t)d3rd3vを導入します。f に対する規格化の条件は
∫

d3r

∫
d3vf(r,v, t) = N (5.1.2)

となります。新しい分布関数とマクスウェルの分布関数の関連を見るために，気体が熱平衡状態にある
場合を考えます。新しい分布関数は f(r,v, t) → f0(v)となり，上の位置積分は直ちに実行できて

V

∫
f0(v)d3v = N, ...

∫
f0(v)d3v =

N

V
= n (5.1.3)

したがって，マクスウェル分布関数 f(v)との関係は

f0(v) = nf(v) (5.1.4)

となります。
さて，新しい分布関数の具体的な形はまだ分かりませんが， f を使って 2，3の物理量を定義してお

きます。

(1)分子数密度：f を速度で積分し

n(r, t) =
∫ ∞

−∞
f(r,v, t)d3v (5.1.5)

という量を定義すると，(5.1.2)より ∫ ∞

−∞
n(r, t)d3r = N

1James Clerk Maxwell，1831年 6月 13日 - 1879年 11月 5日
2Ludwig Eduard Boltzmann, 1844年 2月 20日 - 1906年 9月 5日
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n(r, t)は単位体積中の分子の数，つまり数密度となります。これに分子の質量mを乗じれば

ρ(r, t) = mn(r, t) = m

∫ ∞

−∞
f(r,v, t)d3v (5.1.6)

気体の質量密度となります。

(2)ドリフト速度： 熱平衡状態では気体の巨視的な流れはないですが，平衡状態からずれた非平衡状
態では巨視的な流れが生じます。この速度を

V(r, t) ≡

∫ ∞

−∞
vf(r,v, t)d3v

∫ ∞

−∞
f(r,v, t)d3v

=

∫ ∞

−∞
vf(r,v, t)d3v

n(r, t)
(5.1.7)

と定義し，V(r, t)をドリフト速度と呼んでいます。また，

j(r, t) ≡ n(r, t)V(r, t) (5.1.8)

という量を定義すれば，j(r, t)は空間座標点 rに考えたある平面に対して垂直に通過する単位時間あ
たりの分子数密度を表します。

(3)エネルギー密度： エネルギー密度を

ε(r, t) ≡
∫ ∞

−∞

1
2
mv2f(r,v, t)d3v (5.1.9)

で定義します。

5.1.1 無衝突ボルツマン方程式

さて，新しい分布関数が満たすべき方程式を求めていきます。分子には外力F（ただし，衝突による
力は含まないものとし，衝突の影響は別に考えていく）が働いているとすると，時間 t → t + dtの経
過に伴い，位置と速度は

t → t + dt

{
位置 r → r′ = r + vdt

速度 v → v′ = v + (dv/dt)dt = v + (1/m)F dt
(5.1.10)

に変わります。tにおける体積素片 d3rd3vは t + dt時間後に d3r′d3v′に移り，その形状は変化します
が，リウビルの定理3により体積は変化しないことが知られています。

d3r′d3v′ = d3rd3v (5.1.11)

さて，分子間の衝突がないとすると，速度 vと位置 rは dtの間に (v + F /m)dt, r + vdtの位置に移動
し，移動前後での数の変化はないので

f

(
r + vdt, v +

F

m
dt, t + dt

)
d3r′d3v′ = f(r,v, t)d3rd3v

... f

(
r + vdt, v +

F

m
dt, t + dt

)
− f(r,v, t) = 0

(5.1.12)

3リウビルの定理：運動方程式に従う粒子の位相空間 (p− q空間)における体積素片 d3qd3pは時間の経過と共に動いて形
が変わったとしても体積は不変に保たれる。
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左辺第 1項をテイラー展開し，(dt)2以上の項を無視すると

f(r + vdt, v +
F

m
dt, t + dt)

= f(r,v, t) +
(

vx
∂f

∂x
+ vy

∂f

∂y
+ vz

∂f

∂z
+

Fx

m

∂f

∂vx

+
Fy

m

∂f

∂vy

+
Fz

m

∂f

∂vz

)
dt +

∂f

∂t
dt

= f(r,v, t) +
(

v · ∂f

∂r
+

F

m

∂f

∂v

)
dt +

∂f

∂t
dt

(5.1.13)

これを (5.1.12)に入れて整理すると

∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+

F

m
· ∂f

∂v
= 0, ...

∂f

∂t
= −v · ∂f

∂r
− F

m
· ∂f

∂v
(5.1.14)

が得られます。この式を無衝突ボルツマン方程式4と呼んでいます。外力 F が働かない場合，無衝突ボ
ルツマン方程式は F = 0とおいて

∂f

∂t
= −v · ∂f

∂r
(5.1.15)

となります。

5.1.2 衝突の影響を考慮したボルツマン方程式

次に，分子衝突の影響を考えたボルツマン方程式を考えます。速度 v1,v2を持った 2つの分子が衝突
し衝突後の速度 v′1,v

′
2になったとし，これを (v1,v2) → (v′1,v

′
2)と書くと，(v′1,v

′
2) → (v1,v2)となる

衝突も必ず存在すると考えられます5。前者を順衝突，後者を逆衝突といいます。

v

v′

v

v′

(C)

分子の

(B)(A)

t = −t

運動の可逆性

v′

v

−v′

−v

−v′

−v

v′

v

v = v1 − v2

v′ = v′1 − v′2

球対称性

順衝突

逆衝突

さて，速度 vの分子と速度 v1の分子が順衝突して (v,v1) → (v′,v′1)となったとします。ただし，v1

は任意。これにより速度 vの分子は 1個少なくなります。また，この逆衝突 (v′,v′1) → (v,v1)では速
度 vの分子は 1個増加します。ただし，v′1は任意。位置は rとし，dt時間による位置の変化は無視し
ます。時間 dtの間の順・逆衝突により，体積素片 d3rd3vにある速度 vの分子の数はこの差し引き勘定
により∆（つまり逆衝突の数から順衝突の数を差し引いた値）だけ変化するとします。(4.2.3)のボル
ツマンの衝突数の仮定を参考にして衝突数を求めると，速度 vの分子が増える逆衝突の数 (∆1 )は

vrelσddΩf(r,v′, t)d3v′f(r,v′1, t)d
3v′1

vrel = |v1 − v| =
∣∣v′ − v′1

∣∣ (5.1.16)

4 ∂f

∂t
+ v · ∇f +

F

m
· ∇vf = 0, ∇v =

„
∂

∂vx

,
∂

∂vy

,
∂

∂vz

«
とも書かれます。

5運動方程式は時間反転に対して不変なので (A)があれば (B)もあることがいえ，また分子の球対称性を考慮すれば (B)
を 180◦ 回転した (C)の逆衝突も可能で，(A)があれば必ず (C)もあることになります。ただし，順・逆衝突の回数は必ず
しも同じではないことに注意。
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とおいて，v′1と全立体角で積分したものに dtを掛けたものになります。ただし，d3v′d3v′1 = d3vd3v1

で，便宜上積分変数名 v′1を v1に変更しています6。

∆1 =
(∫

d3v1

∫
dΩvrelσd f (r,v′, t)f (r,v′1 , t)

)
d3vd3v1dt (5.1.17)

速度 vの分子が減る順衝突の数 (∆2 )も同様にして

∆2 =
(∫

d3v1

∫
dΩvrelσdf(r,v, t)f(r,v1, t)

)
d3vd3v1dt (5.1.18)

したがって，時間 dtの間に衝突によって速度 vの分子が∆個変化したとすると

∆ = ∆1 −∆2 =
(∫

d3v1

∫
dΩvrelσd (f ′f ′1 − f f1 )

)
d3vd3v1dt (5.1.19)

となります。ただし，

f ≡ f(r,v, t), f ′ ≡ f(r,v′, t), f1 ≡ f(r,v1, t), f ′1 ≡ f(r,v′1, t)

したがって，衝突を考慮すれば

f

(
r + vdt, v +

F

m
dt, t + dt

)
− f(r,v, t) =

(∫
d3v1

∫
dΩvrelσd(f ′f ′1 − f f1)

)
dt

となり，左辺をテイラー展開して (dt)2以上を無視すると

∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+

F

m
· ∂f

∂v
=

∫
d3v1

∫
dΩvrelσd(f ′f ′1 − f f1) (5.1.20)

が得られます。これが衝突の影響を考慮したボルツマン方程式です。右辺カッコ内の第 1項 f ′f ′1は衝
突によって速度 vの粒子が増える過程を、第 2項 ff1は衝突によって速度 vの粒子が減る過程を表し
ます。上式を

∂f

∂t
=

(
∂f

∂t

)

drift
+

(
∂f

∂t

)

coll





(
∂f

∂t

)

drift
= −v · ∂f

∂r
− F

m
· ∂f

∂v
(

∂f

∂t

)

coll
=

∫
d3v1

∫
dΩvrelσd(f ′f ′1 − f f1)

(5.1.21)

と書き，(∂f/∂t)driftを流動項，(∂f/∂t)collを衝突項と呼んでいます。

さて，(5.1.20)を速度 vについて積分すると

左辺 =
∫ ∞

−∞
d3v

{
∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+

F

m
· ∂f

∂v

}
(5.1.22)

微分と積分の順序を交換して第 1項は
∫ ∞

−∞
d3v

∂f

∂t
=

∂

∂t

∫ ∞

−∞
fd3v =

∂

∂t
n(r, t) (5.1.23)

6積分結果には影響がない。
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第 2項は
∫ ∞

−∞
d3v

(
v · ∂f

∂r

)
=

∫ ∞

−∞
d3v

(
vx

∂f

∂x
+ vy

∂f

∂y
+ vz

∂f

∂z

)

=
∂

∂x

∫ ∞

−∞
d3v(vxf) +

∂

∂y

∫ ∞

−∞
d3v(vyf) +

∂

∂z

∫ ∞

−∞
d3v(vzf)

=
∂

∂x
(nVx) +

∂

∂y
(nVy) +

∂

∂z
(nVz) = ∇ · (nV)

(5.1.24)

左辺第 3項は
∫ ∞

−∞
d3v

(
F

m
· ∂f

∂v

)
=

1
m

∫ ∞

−∞
d3v

(
Fx

∂f

∂vx

+ Fy
∂f

∂vy

+ Fz
∂f

∂vz

)

=
Fx

m

∫∫ ∞

−∞
dvydvz

[
f
]vx=∞
vx=−∞ +

Fy

m

∫∫ ∞

−∞
dvxdvz

[
f
]vy=∞
vy=−∞

+
Fz

m

∫∫ ∞

−∞
dvxdvy

[
f
]vz=∞
vz=−∞ = 0

(5.1.25)

ただし，速度成分の両極端での分布関数の値は 0としました。以上，得られた結果から (5.1.22)は
∫ ∞

−∞
d3v

{
∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+

F

m
· ∂f

∂v

}
=

∂

∂t
n(r, t) +∇ · j(r, t) (5.1.26)

となります。一方，(5.1.20) の右辺を速度 v のすべての値について積分すると衝突項は d3vd3v1 =
d3v′d3v′1であることから

∫
d3v

∫
d3v1

∫
dΩvrelσd(f ′f ′1 − f f1)=

∫
dΩ

∫
d3v′

∫
d3v′1vrelσdf

′f ′1

−
∫

dΩ
∫

d3v

∫
d3v1vrelσdff1 =0

(5.1.27)

となります。以上の結果から
∂

∂t
n(r, t) +∇ · j(r, t) = 0

となり，連続の式が得られます。これは衝突は完全弾性衝突としており分子の数に変化がないことから
きています7。両辺にmを両辺に掛けると

∂ρ

∂t
+∇ · jm = 0, ( ρ = mn, jm = mj ) (5.1.28)

となり，これは質量保存則を表します。

さて，マクスウェルの速度分布関数との関係ですが，外力が働いていないボルツマン方程式は

∂f

∂t
= −v · ∂f

∂r
+

(
∂f

∂t

)

coll
(5.1.29)

系が熱平衡状態にあれば ∂f/∂t = 0かつ ∂f/∂r = 0なので，方程式の (5.1.29)が成り立つには
(

∂f

∂t

)

coll
= 0 ... f ′f ′1 − ff1 = 0 (5.1.30)

でなければなりません。この等式は第 3話「その３」で登場した個別つりあい条件で，マクスウエルの
速度分布則はこれから導かれることはすでにやった通りです。

7分子の解離，電離，結合や付着など非弾性衝突を考慮する場合はこの限りではありません。
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ボルツマン方程式は見るからに難しそうな格好をしています。数学的には非線形積分方程式と呼ば
れ，この厳密解を求めるのは至難のことで，ボルツマンが発表して 45年後の『1917年になってエンス
コグが学位論文を提出し、そこで初めてボルツマン方程式を解いて粘性係数などの輸送係数を定める実
行可能な方法が提起された。そしてそれを用いて得られた輸送係数が他の方法でチャップマンが得たも
のと一致することが示されて、その方法が広く受け入れられることになった。』（Wiki）とのことです。

5.2 緩和時間近似

ボルツマン方程式
∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+

F

m
· ∂f

∂v
=

(
∂f

∂t

)

coll.

(5.2.1)

で，衝突項をあらわに書くことはせず，緩和時間 τ を導入して
(

∂f

∂t

)

coll.

= −1
τ
(f − f0) (5.2.2)

とすることがよく行われます。f0は平衡状態のときの分布関数で，この近似を緩和時間近似と呼んで
います。この近似ではボルツマン方程式は

∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+

F

m
· ∂f

∂v
= −1

τ
(f − f0) (5.2.3)

となり，あのいかめつらしい姿から比較的穏やかな姿にもってくることができます。さて， 外力の作
用のもとで系が f0から少しずれた f という状態にあったとき，t = 0において外力を切ったとします。
f は空間的に等方的とすると，f の時間的変化は

∂

∂t
f(v, t) = −1

τ
{f(v, t)− f0(v)}

で表されます。この式を少し変形して

∂

∂t
f(v, t) =

d

dt
{f(v, t)− f0(v)} = −1

τ
{f(v, t)− f0(v)} (5.2.4)

とおけば，これから
f(v, t)− f0(v) = Ce−t/τ

が得られ，積分定数 C は t = 0とおいて

C = (f(v, t)− f0(v))t=0

となります。したがって

f(v, t)− f0(v) = (f(v, t)− f0(v))t=0 exp(−t/τ) (5.2.5)

これは平衡状態からのずれ f − f0は時間と共に指数関数的に減少していくことを示しています。緩和
時間の逆数 1/τ は平衡に近づく速さの程度の指標ですね。

ボルツマン方程式の衝突項に緩和近似を使い，他はそのままにすると

∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+

F

m
· ∂f

∂v
= −1

τ
{f(v, t)− f0(v)}

... f + τ(v)
∂f

∂t
= f0 − τ(v)

(
v · ∂f

∂r
+

F

m
· ∂f

∂v

) (5.2.6)
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(5.2.6)で f = f0とすれば系は熱平衡状態にあるので ∂f/∂t = 0，したがって

v · ∂f0

∂r
+

F

m
· ∂f0

∂v
= 0 (5.2.7)

外力 F はポテンシャル φ(r)から導かれる保存力とすると F = −∂φ/∂rで，これを上式に入れて

v · ∂f0

∂r
− 1

m

∂φ

∂r
· ∂f0

∂v
= 0 (5.2.8)

となります。ここで f0として

f0 ∝ exp
{
− 1

kBT

(
mv2

2
+ φ(r)

)}
= exp

{
−ε(r,v)

kBT

}
, ε(r,v) = (1/2)mv2 + φ(r) (5.2.9)

とおけば，これは (5.2.8)を満たします。ε(r,v)は分子のもつ全エネルギーで，(5.2.9)の形の平衡分布
はマクスウェル・ボルツマン分布と呼ばれます。

最後にボルツマン方程式を使って電気伝導度を求める問題をやっておきます。

・EX：正電荷 eを持ったイオン気体に x方向に一様な電場 Exをかけたときの移動度 µ，電気伝導度
σを求めよ。ただし，電場Exは十分弱く加速の影響は小さくて分布関数の熱平衡状態からのズレはわ
ずかで，ボルツマン方程式の ∂f/∂tの項と v · ∂f/∂rの項は無視できるものとし，衝突項は緩和時間近
似を使え。

・Ans：ボルツマン方程式は (5.2.6)より

f = f0 − τ
eEx

m

∂f

∂vx

(5.2.10)

この式の右辺の f に f 全体を入れてEの 2次以上の項を無視すると

f = f0 − τ
eEx

m

∂

∂vx

(
f0 − τ

eEx

m

∂f

∂vx

)
' f0 − τ

eEx

m

∂f0

∂vx

となります。

f0 ∝ exp(−mv2/2kBT ) −→ ∂f0

∂vx

∝ −mvx

kBT
f0

を上式に入れて整理すると

f '
(

1 +
τeExvx

kBT

)
f0 (5.2.11)

が得られます。ここで (5.1.7)のドリフト速度を求めると

Vx =

∫ ∞

−∞
vxfd3v

∫ ∞

−∞
fd3v

=
1
n

∫ ∞

−∞
vxfd3v =

1
n

∫ ∞

−∞
vx

(
1 +

τeExvx

kBT

)
f0d

3v =
τeEx

m
(5.2.12)

これから，移動度 µ = Vx/Ex = eτ/m，電気伝導度 σ = jx/E = neVx/Ex = nτe2/mとなります。

5.3 ボルツマンのH定理

第 5話の締めくくりとしてボルツマンの H定理について少し触れておきますが，詳しい証明は省略
します。ボルツマンは速度分布関数 f(v, t)の汎関数

H =
∫

f(v, t){ln f(v, t)− 1}d3v (5.3.1)
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を定義し，非平衡状態から平衡状態に近づいていくプロセスは H関数の減少で表され，H関数はある
最小値に近づいていき，H関数が最小値をとるのは f がマクスウェルの速度分布関数になったときに
のみ実現されるということを証明しました。これをボルツマンのH定理と呼び，(5.3.1)をボルツマン
のH関数と呼んでいます。 H関数にマイナスの符号を付けボルツマン定数 kB を乗じたものはいわゆ
るエントロピー Sを表し，ボルツマンのH定理は，エントロピー Sは常に増大し，熱平衡状態に至っ
て一定になるという熱力学第 2法則の一つの表現を与えます。

(since 130212)
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