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統計力学ノート

KENZOU

2022.11.03（勤労感謝の日）

統計力学は 18世紀頃にはじまった Bernoulliによる気体運動論がその起源とされています。19世紀後半になっ

てMaxwellや Boltzmanにより古典的な完成に導かれ，その後，とくにGibbsによって簡明な理論体系が確立さ

れました。気体運動論を受け継いだ統計力学は，当然のこととして，熱平衡状態のみならず，Boltzman方程式

に代表されるように輸送現象を含むもっと一般的な非平衡状態をも取り扱いますが，ここでは熱平衡状態のみを

対象とした古典統計力学に限定しています。個体や気体，液体などは膨大な数の粒子から構成されていて，これ

らの物性の記述には統計力学の知識が必須となっています。そこで本レポートでは統計力学がどのような活用さ

れているのか，道具としての知識はどのようなものが必要かという観点から見ていこうとしています。内容につ

いては一応精査したつもりですが，すっ飛ばしたところもあり，思い込みによるおかしな議論や誤りがあるかも

知れません。見つけられればご一報いただくとありがたいです。

§1. 統計力学の概要

1-1．統計力学とは

統計力学とはなんだ，と偉そうなことをいうつもりもその資格もありませんが，Wikiによれば系の

微視的な物理法則を基に巨視的な性質を導き出すための学問であるとされていますね。熱力学に登場す

るいろいろな量，例えば温度 T やエントロピー S，自由エネルギー F，化学ポテンシャル µ等々，純粋

に力学的な概念からは理解しにくい量をミクロな立場から意味づけ，理解していくことが目的の一つさ

れています。一方，圧力 P，エネルギーE，体積 V，粒子数N など，純粋に力学的な意味においても

定義できる量については熱力学の関係式を援用するという立場を取ります。統計力学の対象となる体系

の粒子数は Avogadro数（6× 1023)程度の膨大な数で，当然，個々の粒子の運動状態を正確に知るこ

とは不可能です。統計力学では，体系の巨視的な性質は膨大な数の粒子の力学的状態の適当な平均であ

ると考え，粒子の運動状態を統計的，確率的に考察していきます。なお，「微視的状態」というワードが

これからよく登場しますが，微視的状態というのはすべての粒子の「位置」と「速度」が指定されて

いる状態のことを指していて，その中で 1つでも異なるときは別の微視的状態ということになります。

1-2．統計集団

統計力学では，熱力学で扱う一つ体系に対してこれと力学的な構造が全く同じでかつ熱力学的状態

および外界との関係も全く同じであるような多数の体系（コピー）を考えます。コピーとはいっても，

微視的な力学的状態はそれぞれに異なります。このような体系の集まりを統計集団とかアンサンブルと

呼んでいます（統計学での母集団に相当）。統計集団には小正準集団（ミクロカノニカル・アンサンブ

ル），正準集団（カノニカル・アンサンブル），大正準集団（グランドカノニカル・アンサンブル）が

あり，それらの特長は次の通りです。
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・小正準集団（ミクロカノニカル・アンサンブル）：　

粒子数N，体積 V，エネルギー E が一定の平衡状態にある体系で，とりうる微視的状態のすべ

てが全部等確率で出現している統計集団です。外界とのやり取りのない孤立系で，全エネルギー，

全粒子数は一定という条件が付きます。

・正準集団（カノニカル・アンサンブル）：　

粒子数N，体積 V，温度 T が指定された体系に許される微視的状態のうちで，エネルギー Eに

等しいものの出現確率が

ρ(E) = e−E/kBT

/∑

E

e−E/kBT　 (1.1)

である統計集団で，熱源と接触している系のように外界とエネルギーのやり取りをおこなう体系

がこれに当たります。小正準集団と異なる点は全エネルギー一定という条件が外れることです。

・大正準集団（グランドカノニカル・アンサンブル）：体積 V，温度 T，化学ポテンシャル µが一定に

指定された体系に許される微視的状態のうちで，エネルギーがEに等しく，粒子数がちょうどN

に等しいものの出現確率が

ρ(N,E) = e(µN−E)/kBT

/∑

N

∑

E

e(µN−E)/kBT (1.2)

である統計集団で，熱源と粒子源の双方に接触しているいわゆる開放系がこれに当たります。冠

の「大」は，粒子数N は予め規定していないことを指しています。つまり，エネルギー一定，粒

子数一定という２つの条件が外れます。

※注：3つの統計集団の概要を見ましたが，粒子密度N/V を一定にしておいて粒子N と体積 V を限りなく大き

くした極限，いわゆる熱力学的極限では，エネルギー E や粒子数N の揺らぎ（後述）は無視できるので，各集

団から導かれる熱力学的諸量の計算結果はすべて一致します。したがって，実際には，計算に便利なものを使え

ばいいことになります。

1-3．基本仮定

これから議論を展開していく上での重要な 2つの仮定をしておきます。

・基本仮定A：ある力学量の 1つの体系に関する長時間平均は，この体系に対応する統計集団に関す

るその力学量の集団平均とM →∞の極限において一致する（M はコピーの数）。

・基本仮定B：N.V,E の値が指定された「小正準集団」に属する体系は，M →∞の極限において，
可能なすべての力学的状態に関して一様に分布する。いいかえると，孤立系では実現可能な状態

は全て等しい確率で実現するとの仮定で，これを等確率の原理と呼んでいます1。

1ただし，外部とエネルギーのやり取りのある系 (正準集団等) ではエネルギーに依存する統計的重みがかかることになり
ます。
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§2. 力学的状態と位相空間

ある時刻における粒子の運動状態（力学的状態）は座標と運動量を指定すれば決まりますね。統計力

学では，議論を見通しやすくするために運動を記述する座標系はデカルト座標系（直交座標系）ではな

く，一般化座標 qと一般化運動量 pで張られた位相空間が用いられます。

2-1．µ空間と Γ 空間

・µ空間

N 個の粒子からなる系を考えます。N 個といってもAvogadro数レベル（∼ 1023）の膨大な数を考え

ています。いま，その中の 1個の粒子に注目すると，ある時刻 tにおける粒子の力学的状態は，その時

刻での位置 q =(q1, q2, q3)と運動量 p=(p1, p2, p3)で決まるので，力学的状態はそれぞれ 3個の成分を

座標軸とする 6次元空間内の 1点で表わされます。この位相空間をとくに µ空間と呼んでいます。時間

の経過にしたがって力学的状態は変化していくので，µ空間内のこの点はある軌道（軌跡）を描きます。

p1 , · · · ,pN

q1
...
qN

Γ 空間

q1
q2

q3

p3p2p1
µ空間

代表点

代表点：N 個の粒子の力学的状態を
代表している

1本の軌跡
決まるのでの交差・枝分かれ
初期条件で運動は一義的に

等は起こり得ない
（トラジェクトリ）N 個の粒子の力学

的状態を示す点

図 1: µ空間と Γ 空間

例１：一様重力場中での自由落下運動する質点の µ空間での軌道を求めよ。

Ans)質点のハミルトニアンと正準運動方程式は




ハミルトニアン：H = p2/2m + mgq

正準運動方程式： q̇ =
∂H

∂p
= p/m, ṗ = −∂H

∂q
= −mg

正準運動方程式を解いてパラメータ tを消すと

　 q = − p2

2m2g
+

p2
0

2m2g
+ q0 (q0, p0：初期値)

これが µ空間での軌道方程式です。デカルト座標空間では鉛直方向の直線軌道となりますが，µ空間で

はご覧のように放物線軌道となります。

q

p

0

(x,y)空間 µ空間

x

x

0

図 2: 空間座標と運動の軌道
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・Γ 空間

µ空間ではN 個の粒子の力学的状態はN 個の点で表されました。N 個の粒子の位置 (q1,q2, · · · ,qN )

と運動量 (p1,p2, · · · ,pN )を空間内の 1点とする 6N 次元空間を考えれば，時刻 tでのN 個の粒子の力

学的状態はその空間内のある 1点で示されます。簡単に 6N次元空間といっていますが，NをAvogadro

数個（1023個）とすると 6× 1023本の座標軸をもち，N 個すべての粒子の運動状態（位置と運動量）が

この空間の 1点で示せるという（凄まじい？）空間です。この空間を Γ 空間と呼んでいます2。Γ 空間

内の指定された点は系全体の運動状態を表すという意味で代表点と呼ばれます。

N 個の粒子系をΓ空間の 1 点で表す（位置座標軸 3N 本，運動量座標軸 3N 本の計 6N 本）

位置：3N 個





q1 = (q1,1 , q1,2 , q1,3)
q2 = (q2,1, q2,2, q2,3)

...
qN = (qN,1 , qN,2 , qN,3)

運動量：3N 個





p1 = (p1,1 , p1,2 , p1,3)
p2 = (p2,1 , p2,2 , p2,3)

...
pN = (pN,1 , pN,2 , pN,3)

代表点は Γ 空間内に時間の経過とともにただ 1本の軌道を描きます。軌道が交差したり，枝分かれ

することはありません。もし，2本の軌道が交差すればその交点を初期条件とする運動方程式の解が 2

つ存在することになりますが，解の一意性によりそういうことは起こり得ないからです。

　さて，力が保存力 (F = −∇V )であるとします。系の全エネルギーEを位置 qiと運動量 piの関数と

して表したハミルトニアンH(q, p)を V をポテンシャルエネルギーとして

H(q, p) =
3N∑

i=1

1
2mi

p2
i + V (q1, q2, · · · , q3N ) ≡ E (2.1)

で表すと，各粒子の運動は次の正準方程式で表されます。




dqi

dt
=

∂H

∂pi

dpi

dt
= −∂H

∂qi

⇔ (q̇i, ṗi) =
(

∂H

∂pi

,−∂H

∂qi

)
(i = 1,2, · · · ,3N) (2.2)

(q1 · · ·q3N )

(p1 · · ·p3N )

E =一定の曲面

代表点の軌道

Γ 空間

図 3: 代表点の軌道

H は時間 tを陽に含まないので，(2.1)を tで微分すると

d

dt
H(q, p) =

3N∑

i=1

(
∂H

∂qi

dqi

dt
+

∂H

∂pi

dpi

dt

)
=

3N∑

i=1

(−ṗ1q̇i + q̇iṗi) = 0

となり，系の全エネルギー E は時間的に不変で一定となります。し

たがって，代表点は Γ 空間内のいろいろな点を動き回るのではなく，

図 3に示すように H(q, p) = E（一定）を満たす 6N − 1次元の超曲

面上に限られます3。ポテンシャルが V = 0の自由粒子系の場合には

(2.1)より
3N∑

i=1

p2
i = 2mE

となり，3N 次元運動量空間での半径
√

2mEの超球面上を動き回ることになります。

2統計力学の創始者 Boltzmanの高弟 Paul Ehrenfest（1880-1933）によるネーミングとのこと。
3この超曲面は無限に拡がっているのではなく閉じています。というのは，座標 qは体系が有限の体積を占めているし，運

動量もエネルギーが有限であることから有限でなくてはならないからです。
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2-2.時間平均と統計平均

基本仮定A,Bの振り返りです。

・時間平均 　

　X(q(t), p(t))を熱平衡状態にある系の時刻 tにおけるある物理量とします。熱平衡状態というのは、

系がどんな初期条件から出発しても充分時間が経った後に最終的に到達する状態のことですね。熱平

衡状態にあるといってもミクロに見れば物理量は時々刻々微妙に変化しています。我々が熱平衡状態で

観測する物理量はこの変化の長時間平均値であるわけです。時間平均をX と書けば

X = lim
τ→∞

1
τ

∫ τ

0
X(q(t), p(t))dt (2.3)

と表されます。時間平均は位相空間内の軌道に沿っての平均操作に対応するので，この積分を実行する

ためには運動方程式の解 q(t), p(t)が解っている必要があるので実際上は不可能です。

・統計平均（アンサンブル平均） 　

　統計集団のメンバーであるすべての系に注目すると，各系はそれぞれ異なる初期条件からスタート

しているので，時刻 tにおいて実現している力学的状態はすべて異なっているはずです。そこで実現し

ている物理量をすべての系にわたって“仮想的”に観測し（実際に観測できるわけではない），その統

計平均を 〈X〉と書けば
時間平均 X＝統計平均 〈X〉 (2.4)

が成り立つだろうと考えます。この統計平均（アンサンブル平均）は位相空間内にばらまかれたすべて

の点の平均操作に対応します。(2.4)が成立するとするのがエルゴート仮説と呼ばれるもので，仮説で

すが十分正しいと公認されています。この仮説のおかげで，運動方程式の解を求めなくても統計平均を

取ることで熱平衡状態における力学量の計算が可能となります。

+ ＋ · · · ＋

アンサンブル

：初期代表点時刻 tにおける代表点の軌道

図 4: 統計集団のイメージ

さて，統計平均は，考えている体系とまったく同等ないろいろな状態にある仮装集団の集団平均でし

た。集団を構成する代表点の Γ 空間における確率分布密度を ρ(q3N , p3N , t )とすると，時刻 tで (qi, pi)

と (qi + dqi, pi + dpi) (i = 1,2, · · · ,3N)で囲まれた微小体積要素

d3Nq d3Np ≡ dq1dq2 · · ·dq3Ndp1dp2 · · ·dp3N (2.5)

に含まれる代表点の数は

ρ(q3N , p3N , t )d3Nq d3Np (2.6)
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と表されます。ρは確率の定義から次の規格化条件を満たすものとします4。
∫ ∫

ρ(q3N , p3N , t)d3Nq d3Np = 1 (2.7)

そうすると，任意の力学量X(q3N , p3N )の統計平均 〈X〉は

〈X〉 =
∫ ∫

X(q3N , p3N )ρ(q3N , p3N , t )d3Nq d3Np (2.8)

で与えられます。

2-3.Liouvilleの定理

Γ 空間内の確率密度関数 ρの時間変化を調べていきます。時間の経過とともに微小体積素片 d3Nq d3Np

に含まれる代表点は t + dt後の体積素片 d3Nq′ d3Np′に移動します。

Liouvilleの定理
(q, p)dq

dp

(q′, p′)
dq’

dp′

q

p

t

t + dt

体積は不変

微小体積要素内の

代表点の数は保存

×

q

p

ことはない！
軌道が交わる

dρ

dt
= 0

される

図 5: Liouvilleの定理

(q, p)と移動後の (q′, p′)の関係は正準方程式より




q′j = qj(t + dt) = qj +
dqj

dt
dt = qj +

∂H

∂pj

dt

p′j = pj(t + dt) = pj +
dpj

dt
dt = pj − ∂H

∂qj

dt

(j = 1, · · · ,3N) (2.9)

となります。この関係式を (q, p) → (q′, p′)と座標変換式5と見做すと，変換前後の体積素片はヤコビア

ン（関数行列式）を |J |として

d3Nq′ d3Np′= |J |d3Nq d3Np

|J |=
∣∣∣∣
∂(q′3N , p′3N )
∂(q3N , p3N )

∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂q′1
∂q1

· · · ∂q′1
∂q3N

∂q′1
∂p1

· · · ∂q′1
∂p3N

...
. . .

...
...

. . .
...

∂q′3N
∂q1

· · · ∂q′3N
∂q3N

∂q′3N
∂p1

· · · ∂q′3N
∂p3N

∂p′1
∂q1

· · · ∂p′1
∂q3N

∂p′1
∂p1

· · · ∂p′1
∂p3N

...
. . .

...
...

. . .
...

∂p′3N
∂q1

· · · ∂p′3N
∂q3N

∂p′3N
∂p1

· · · ∂p′3N
∂p3N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.10)

4等エネルギー面上での状態点のある確率の総和は 1。
5解析力学でこれを無限小正準変換と呼んでいます。
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と表されます。いま，簡単に粒子 1個の場合のヤコビアンを計算すると，(dt)2以上の項を無視して
∣∣∣∣∣∣∣∣

∂q′

∂q

∂q′

∂p

∂p′

∂q

∂p′

∂p

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
∂2H

∂q∂p
dt

∂2H

∂p2
dt

−∂2H

∂q2
dt 1− ∂2H

∂p∂q
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
.= 1 +

(
∂2H

∂q∂p
− ∂2H

∂p∂q

)
dt = 1 (2.11)

となります。N 個の場合も |J | = 1となり　

d3Nq′ d3Np′ = d3Nq d3Np (2.12)

が成立します。これは，時間の経過に伴って微小体積の姿，形は変化しても中身の体積自体は変化しな

いことを意味し，これを Liouvilleの定理と呼んでいます。

　さて，時間の経過とともに微小体積要素は Γ 空間内を移動しますが，図 5に示すようにその間にこ

の中から代表点がでていくことはありえないので

ρ
(
q′3N , p′3N , t + dt

)
d3Nq′d3Np′ = ρ

(
q3N , p3N , t

)
d3Nqd3Np (2.13)

が常に成り立つはずです。左辺をテイラー展開し，(dt)2以上の項を無視して整理すると


»»»»»»»

ρ(q3N , p3N , t) +
3N∑

j=1

(
∂H

∂pj

∂ρ

∂qi

− ∂H

∂qi

∂ρ

∂pj

)
dt +

∂ρ

∂t
dt−»»»»»»»»

ρ
(
q3N , p3N , t

)


d3Nqd3Np = 0

...
∂ρ

∂t
+

3N∑

j=1

(
∂ρ

∂qi

∂H

∂pj

− ∂ρ

∂pj

∂H

∂qi

)
= 0

(2.14)

が得られます。右辺第 2項を Poisson括弧

{ρ,H} =
3N∑

j=1

(
∂ρ

∂qi

∂H

∂pj

− ∂ρ

∂pj

∂H

∂qi

)
(2.15)

で表せば
∂ρ

∂t
+ {ρ,H} = 0 あるいは

∂ρ

∂t
= −{ρ,H} (2.16)

これがΓ空間内の各位置における代表点密度の，流れの出入りによる時間変化を表す方程式で，Liouville

方程式と呼んでいます。特に，ρがハミルトニアンH だけの関数（ ρ = ρ0(H)）である場合，微分の

チェーンルールより
∂ρ

∂qj

=
∂ρ

∂H

∂H

∂qj

,
∂ρ

∂pj

=
∂ρ

∂H

∂H

∂pj

(2.17)

となり，これを (2.15)に入れると Poisson括弧は 0となるので

∂ρ

∂t
= 0, {ρ,H} = 0 (2.18)

が成り立ちます。∂ρ/∂tは Γ 空間内の定点で観測したときの ρの時間変化で，ρは時間変化しないとい

うことは，熱平衡状態では Γ 空間の代表点は静止しているとイメージできます。この確率密度関数に

よって表される統計集団を小正準集団（ミクロカノニカル・アンサンブル）と呼んでいます。
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§3. 小正準集団（ミクロカノニカル・アンサンブル）

孤立系の平衡状態を考えます。粒子数N，体積 V，エネルギーEが指定されていて，とりうるすべ

ての微視的状態が等しい確率で実現している統計集団6の分布確率を

ρ(i)
N,V,E

= A =一定 (3.1)

で表します。iはとりうる微視的状態の１つで，(3.1)はとり得るすべての微視的状態は同じ確率で実現

することを表しています。W (N,V,E)を系がとりうる微視的状態の総数とすると，確率の規格化条件

より ∑

i

ρ(i)
N,V,E

= A
∑

i

1 = AW (N,V,E) = 1, ... A = 1/W (N,V,E) (3.2)

∑

i

1はすべての微視的状態にわたっての和です。Aを ρに書き換えると

ρ =
1

W (N,V,E)
(3.3)

となります。N,V,Eが一定という系のある力学量Xの平均
〈
X

〉
（マクロに観測される値）は，微視的

状態 iにおけるX の値をX(i)として次式で与えられます。
〈
X

〉
=

∑

i

X(i)ρ =
1

W (N,V,E)

∑

i

X(i) (3.4)

3-1.微視的状態の数

系の全エネルギー E =一定のもとでの微視的状態数の数え方をみていきます。代表点は E =一定

の等エネルギー面上に散らばっていますが，ここでは E と E + δE の近接した 2枚の等エネルギー面

の間にあると考えておきます7。

q(q1 · · ·q3N )

p(p1 · · ·p3N )
E + δE の面

E の面
q(q1 · · ·q3N )

p(p1 · · ·p3N )
E + δE の面

E の面

q

p

dq

dp

[h ] = [長さ×運動量]

Γ 空間

微視的状態の数：dqdp/h

h

図 6: 微視的状態の数

Γ 空間の微小体積要素 dqdp = dq1 · · ·dq3N dp1 · · ·dp3N に含まれる微視的状態の数を

dNΓ =
1

h3N
dqdp =

1
h3N

dq1dq2 · · ·dq3N dp1dp2 · · ·dp3N (3.5)

で定義します。qiや piは連続変数なので微小体積要素 dNΓ 内の微視的状態の数は無限個あるように思

われますが，位置と運動量との不確定性関係 (∆q∆p ∼ h) を考慮し，h3N という非常に極微の枡の中

に微視的状態が 1個含まれると考えるわけです（図 6）。dqdpの次元はプランク定数 hの次元と同じ角

運動量の次元なので，dNΓ はこれらの次元が相殺して都合よく無次元数となります（数は無次元）。
6Γ 空間の等エネルギー面上に分布する代表点の集まり。
7E は系のエネルギーの観測に伴うわずかな不定性 δE を考慮。
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　微視的状態数の求め方として 2つの方法を紹介し，その後で具体的な計算に入ることにします。

方法１： HN を系のハミルトニアンとし，まず，エネルギーが 0からEまでの微視的状態の総数を ΓN

とすると，これは 0 < HN < Eを満たす Γ 空間の体積を極微な枡の体積で割って

ΓN (N,V,E) =
1

h3N

∫

0<HN<E
dqdp (3.6)

と得られます。次に，エネルギーがEとE + δEの間にある微視的状態の総数をW (N,V,E, δE)とす

ると
W (N,V,E, δE) = ΓN (E + dE )−ΓN (E )

=
dΓN

dE
δE

= Ω(N,V,E)δE, Ω(N,V,E) = dΓN/dE

(3.7)

となります。Ω(N,V,E)は単位エネルギーあたりの微視的状態の数で，微視的状態密度あるいは単に状

態密度と呼ばれます。[方法２．]Eと E + δEの間に挟まれたすべての領域で 1の値をとり，それ以外

の領域では 0の値となる関数 ρ(NΓ )を導入します。

ρ(NΓ ) =

{
1：E < HN < E + δEの領域

0：それ以外の領域
(3.8)

・方法２：Γ 空間内のEとE + δEの間に挟まれたすべての領域で 1の値をとり，それ以外の領域では

0の値をとる関数 ρ(NΓ )を導入します。

ρ(NΓ ) =

{
1：E < HN < E + δEの領域

0：それ以外の領域
(3.9)

具体的には図 7に示すような方形関数をイメージすればいいと思います。δE を微小とすれば，Dirac

のデルタ関数を用いて次のように表せます。

ρ(NΓ ) = δ(E −HN )δE (3.10)

− δE
2

δE
2

1
δE

δE

面積 = 1

δ(E −HN ) =
0 ：それ以外

1/δE：E <HN < E+δE

1/δE × δE = 1

(δ関数の面積は 1)

図 7: 方形関数を δ関数で近似

これを使えば，E と E + δE の間にある微視的状態の総数

W (N,V,E, δE)は

W (N,V,E, δE) =
∫

E≤H≤E+δE
dNΓ =

∫
dNΓρ(NΓ )

=
∫

dNΓ δ(E −HN )δE

= Ω(N,V,E)δE

Ω(N,V,E) =
∫

dNΓ δ(E −HN )

(3.11)

となります。Ωは先程登場した微視的状態密度です。

理想気体の微視的状態数 体積 V，N 個の粒子系の全エネルギーがEとE + δEの間にある微視的状

態数W (N,V,E, δEを求めます。

＜１粒子の場合＞

　最初に 1粒子系で計算の要領を掴んでおくことにします。µ空間の微小体積要素 dqdpに含まれる微
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視的状態の総数を dΓ 1 とすれば 6次元空間の極微枡の体積は h3となるので




dΓ 1 =
1
h3

dqdp =
1
h3

dqxdqydqzdpxdpydpz

H =
1

2m
(px

2 + py
2 + pz

2)
(3.12)

pz

px
O

√
2mE

py

図 8: 運動量空間

・方法 1：系のエネルギーが E 以下（0 ≤ H ≤ E）の状態の総数は pi (i =

x,y, z)を座標軸とする運動量空間の半径
√

2mE の球の体積に比例します。

球の体積は
∫

(0≤H≤E)

dp =
∫

(0≤H≤E)

dp1dp2dp3 =
4π

3
(2mE)3/2 (3.13)

また，
∫

dq = V であるので，エネルギーがE以下の微視的状態の総数は (3.12)より

Γ 1(V,E) =
1
h3

∫
dq

∫

(0≤H≤E)

dp = V
4π

3h3
(2mE)3/2 (3.14)

したがって，W (V,E, δE)は，運動量空間での厚みが δEの球殻に含まれる微視的状態数となりW とΩ

は

W (V,E, δE) = Γ 1(V,E + δE)−Γ 1(V,E) =
dΓ 1

dE
δE

= 2πV

(
2m

h2

)3/2√
EδE = Ω(V,E)δE

Ω(V,E) =
dΓ 1

dE
= 2πV

(
2m

h2

)3/2√
E

　 (3.15)

と求められます。

方法 2： (3.11)の計算

W (N,V,E, δE) =
∫

dNΓ δ(E −HN )δE

では次の公式 ∫ ∞

−∞
dx1 · · ·dxNδ(R2− x2

1− · · · − x2
N ) = πN/2RN−2

/
Γ(N/2) (3.16)

を用います。Γ(x) はガンマ関数で，これについては節末の【補足】を参照ください。δ 関数の性質

δ(ax) = |a|−1δ(x)に留意して，W (V,E, δE)と Ω(V,E)は次のように求められます。

W (V,E, δE) =
2mV

h3

∫
dpxdpydpzδ(2mE − p2

x− p2
y − p2

z)δE

=
2mV

h3

{
π3/2(2mE)1/2

/
Γ(3/2)

}

= 2πV

(
2m

h2

)3/2√
EδE (... Γ(3/2) =

√
π/2)

= Ω(V,E)δE

Ω(V,E) = 2πV

(
2m

h2

)3/2√
E

(3.17)

＜N 個の粒子の場合＞

　同様にして，2つの方法で求めます。
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方法 1： エネルギーがE以下の微視的状態の数 ΓN (N,V,E)は

ΓN (N,V,E) =
1

h3N

∫
dq1 · · ·dq3Ndp1 · · ·dp3N =

1
h3N

∫
d3Nq

∫
d3Np

=
V N

h3N

∫

0≤HN≤E

d3Np
(3.18)

∫
d3Npは 3N 次元運動量空間での半径

√
2πmEの超球の体積で，これは公式8より

∫
d3Np =

∫
dp1dp2 · · ·dp3N = (2πmE)3N/2

/
Γ(3N/2 + 1)

となります。したがって (3.18)は

ΓN (N,V,E) =
V N (2πmE)3N/2

h3NΓ(3N/2 + 1)
(3.19)

となります。ところで，いま考えている系は粒子が飛び回っている“非局在系”で，粒子の位置を互い

に交換しても新しい配置とはならず，数え過ぎを防ぐためにGibbsの補正因子といわれるN !で割って

おく必要があり9，エネルギーがE以下の微視的状態数としては

ΓN (N,V,E) =
V N (2πmE)3N/2

N !h3NΓ(3N/2 + 1)
(3.20)

となります。したがってW (N,V,E, δE)は

W (N,V,E, δE) =
dΓN

dE
δE =

3NV N (2πm)3N/2E3N/2−1

2N !h3NΓ(3N/2 + 1)
δE

=
V N (2πmE)3N/2

N !h3NΓ(3N/2)
1
E

δE = Ω(N,V,E)δE

Ω(N,V,E) =
dΓN

dE
=

V N (2πmE)3N/2

N !h3NΓ(3N/2)
· 1
E

(3.21)

となります。

方法 2：Gibbsの補正因子N !を予め取り込んでおいて方法 2の公式 (3.16)を使えば

W (N,V,E, δE) =
2mV N

N !h3N

∫
dp1 · · ·dp3Nδ(2mE − p2

1− · · ·p2
3N )δE

=
V N

N !h3N

(2πmE)3N/2

Γ(3N/2)
1
E

δE = Ω(N,V,E)δE

Ω(N,V,E) =
V N

N !h3N

(2πmE)3N/2

Γ(3N/2)
1
E

(3.22)

※注：GibbsのN !因子：古典統計力学では，気体のように粒子が非局在化しているような系ではN !で割る必

要があります（調和振動子の系のように局在化している系ではその必要はない）。エントロピーは示量的という

要求を満たすためにGibbsによって導入された因子で，ある意味人為的な操作です。要するに非局在な系の微視

的状態数の式の中に体積 V が入っていればN !で割り，そうでなければその操作は不要と思っておけば間違いな

いようです。//

8N 次元空間の超球の体積：VN =
πN/2

Γ
`

N
2

+ 1
´RN。ただし，Rは半径。

9その厳密な理由は古典統計力学では説明できず，量子統計力学ではじめて理解できます。
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例題を 2,3載せておきます。

例１：A. 1次元の長さLの領域で運動する質量mの 1個の自由質点と，B.面積がAの 2次元の領域内

で運動する 1個の自由質点のエネルギーがE ∼ E + δEの間にある微視的状態数を求めよ。

Ans.)

q

p

L

√
2mE

−√2mE

0

斜線の面積 Aを
hで割った数

Γ 1：

A

A. q, pのとりうる範囲は0 ≤ q ≤ L, −√2mε ≤ p ≤ √
2mε (... ε = p2/2m)。

したがって，エネルギーがE以下の状態の数 Γ 1 とW, Ωは

Γ 1 (L,E) =
1
h

L · 2
√

2mE

W (L,E, δE) =
dΓ 1

dE
δE = L

√
2m

h

δE√
E

Ω(L,E) = L

√
2m

h

1√
E

(3.23)

B.

H = E =
1

2m
p2 =

1
2m

(p1
2 + p2

2), ... p =
√

2mE (3.24)

(3.14)より

Γ 1(A,E) =
1
h2

∫
dq

∫

H≤E

dp =
1
h2

Aπ
√

2mE
2

=
2πmA

h2
E (3.25)

従って，微視的状態数と状態密度は

W (A,δE) =
dΓ 1

dE
δE =

2πmA

h2
δE, Ω(A) =

dΓ 1

dE
=

2πmA

h2
(3.26)

例２：質量m，角振動数 ωの 1次元調和振動子の微視的状態の数を求めよ。

Ans) ・N = 1の場合：1次元調和振動子のエネルギー εは

H = ε(q, p) =
1

2m
p2 +

mω2

2
q2 (3.27)

で与えられ，µ空間での軌道は q 軸の半径が
√

2ε/mω2，p軸の半径が
√

2mεの楕円となり，面積は

√
2mε

p
2ε/mω2

0

p

ε

0
q

E + dE

E

p

0q

この領域の微視的2πε/ω
状態の数：(1/~ω)dE

図 9: 1次元調和振動子

π
√

2mε ·
√

2ε/mω2 = 2πε/ω。したがって，ε ≤ Eの微視的状態の数は面積を極微面積 hで割って

Γ 1(E) =
2πE/ω

h
=

E

~ω
(~ = h/2π) (3.28)

したがって，W (E,δE)と Ω(E)は

W (E,δE) =
dΓ 1

dE
δE =

1
~ω

δE， Ω(E) =
1
~ω

(3.29)
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・N 個の場合：系のエネルギー εは

H = E =
N∑

i=1

εi, εi =
1

2m
pi

2 +
mω2

2
qi

2

微視的状態の数は (3.18)より (振動子は空間に固定されているとしGibbsの補正因子N !で割っていな

いことに留意！）

ΓN (N,V,E) =
1

hN

∫

0≤H≤E

dNqdNp (3.30)

xi = mωqiと変数変換するとハミルトニアンと座標積分は

H =
N∑

i=1

1
2m

(x2
i + p2

i ),
∫

dNq =
(

1
mω

)N ∫
dNx (3.31)

となるので (3.30)は

ΓN (N,V,E) =
1

hN

(
1

mω

)N ∫

0≤
N∑

i

(x2
i + p2

i )≤2mE

dNxdNp (3.32)

この積分は 2N 次元の半径
√

2mEの球の体積を表します。N 次元空間の半径Rの超球の体積 VN は

公式： VN =
πN/2

Γ
(

N
2 + 1

)RN (3.33)

と表されるので，公式より
∫

0≤
N∑

i=1

(x2
i + p2

i )≤2mE

dNxdNp =
(2πmE)N

NΓ(N)
=

(2πmE)N

N !

(... Γ(N + 1) = NΓ(N) = N !)

(3.34)

となります。したがって，エネルギーがE以下の微視的状態数は (3.30)より

ΓN (N ,V ,E ) =
1

hN

(
1

mω

)N (2πmE)N

N !
=

1
N !

(
E

~ω

)N

(3.35)

これからW (N,V,E, δE)と Ω(N.V,E)は

W (N,V,E, δE) =
dΓN

dE
δE =

(
1
~ω

)N EN−1

(N − 1)!
δE =

1
(N − 1)!

(
E

~ω

)N−1 δE

~ω

Ω(N,V,E) =
dΓN

dE
=

1
N !E

(
E

~ω

)N
(3.36)

となります。

例３: A,B 2原子分子からな回転子系の微視的状態の数を求めよ。並進運動はないとする。

Ans) 2原子分子を結ぶ棒の方向は θ,φの 2つの角を指定すれば決まるので自由度は 2となります。

θ

φ

A

B

2原子分子の重心に座標の原点をとると回転子のハミルトニアンは

Hrot =
1
2I

(
p2

θ +
1

sin2 θ
p2

φ

)
(3.37)

と表わされ，Iは重心まわりの慣性モーメント，pθ, pφは角変数 θ, φに共役

な運動量です10。このような回転子がN個からなる系を考え，全エネルギー

10ハミルトニアンがこのように書けることは適当な力学のテキストを参照してください。
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はEとします。自由度は 2なので，一般化座標と一般化運動量は



q1 = (θ1, φ1) p1 = (pθ1 , pφ1)
q2 = (θ2, φ2) p2 = (pθ2 , pφ2)

...
qN = (θN , φN ) pN = (pθN

, pφN
)

(3.38)

で，Γ 空間は 4N 次元空間となります。微小体積要素に含まれる微視的状態の数は (3.5)より

dNΓ =
1

h2N
dqdp =

1
h2N

dθ1 · · ·dθNdφ1 · · ·dφNdpθ1 · · ·dpθN
dpφ1 · · ·dpφN

(3.39)

これを積分して11

∫
dNΓ =

1
h2N

N∏

i=1

∫ π

0
dθi

∫ 2π

0
dφi

∫
dpθi

∫
dpφi

(3.40)

となります。ここで
pφi

sinθi
= ξi −→ dpφi

= sinθidξi

とおくと (3.40)の積分は
∫

dNΓ =
1

h2N

N∏

i=1

∫ π

0
sinθidθi

∫ 2π

0
dφi

∫
dpθi

∫
dξi (3.41)

となり，θ, φの角部分に関する積分は直ちにできて 2N × (2π)N =(4π)N となります。結果として
∫

dNΓ =
1

h2N
(4π)N

N∏

i=1

∫
dpθi

∫
dξi (3.42)

これから先の計算は方法 2. を使います。全エネルギーは E = Hrot1 + Hrot2 + · · ·+ HrotN で，E ∼
E + δEの間にある微視的状態の数は (3.11)より

W (N,E,δE) =
∫ ∞

−∞
dNΓ δ(E −Hrot1−Hrot2− · · · −HrotN ) · δE (3.43)

i番目の回転子のハミルトニアンは

Hroti =
1
2I

(p2
θi + ξ2

i ), ... p2
θi + ξ2

i = 2IHroti (1 = 1,2, · · · ,N) (3.44)

なので δ関数部は

δ

[
1
2I

(
2IE − p2

θ1− · · · − p2
θN − ξ2

1 − ξ2
2 −（２ IE)N−1 · · · − ξ2

N

)]

= 2Iδ
(
2IE − p2

θ1− · · · − p2
θN − ξ2

1 − · · · − ξ2
N

)

と表せます。(3.43)の積分は公式 (3.16)
∫ ∞

−∞
dx1 · · ·dxNδ(R2− x2

1− · · · − x2
N ) = πN/2RN−2

/
Γ

(
N

2

)
(3.45)

でN → 2N, R2 → 2IE, x1 → pθ1, · · · , xN → pθN , xN+1 → ξ1, · · · , x2N → ξN と置き換えると

W (N,E,δE) =
(

4π2

h2

)N 2I(2IE)N−1

Γ(N)
δE =

{(
2IE

~2

)N /
Γ (N )

}
δE

E

Ω(N,E) =
(

2IE

~2

)N /
EΓ (N )

(3.46)

と求められます。

11Qn
k=1 ak = a1× a2× · · · × ak を総乗といい，統計力学ではよくでてきます。
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※注：A，B２つの原子が同じ原子の場合には，棒の中心まわりに 180◦回転しても同じ状態になるので，重複勘

定を避けるために (3.43)を 2N で割っておく必要があります。

3-2.平衡分布（Maxwell-Boltzmann分布）

N 個の粒子からなる全エネルギー E（一定），体積 V の孤立系を考えます。粒子間の相互作用がな

く（あっても無視できる程度），全体のエネルギーは各粒子のエネルギーの総和で表せるとします12。

同じエネルギー εj にある粒子の数を nj 個とすると

N =
∑

j

nj , E =
∑

j

njεj =一定 (3.47)

粒子間の相互作用がないか極めて弱いような系では，各粒子は独立して運動するので 1個の粒子の運

動を表現する独立な µ空間に分離して記述することができます。アンサンブル的には図に示すような

· · ·
· · ·ε1 ε2 ε2 ε2 ε3 ε3 εj

1 2 3 4 5 6 N

N 個の要素のアンサンブル

n2 =3n1 =1 n3 =2

k
q(q1, q2, q3)

p(p1, p2, p3)µ空間

dqdp

j 番目のセル
(εj )

N 個の同等な系の統計集団を考えるわけです。あるいは，各粒子の運動状態を表す位相空間内の点を

一つの µ空間にプロットしたものを考えたほうが直感的で分かりやすいかも知れません。6次元 µ空間

を大きさ aの極微なセル（dqdp）に分割して通し番号をつけ，粗い近似ですが j番目のセルに含まれ

る点はすべて同じエネルギー εj に対応するとします。極微セル内の取りうる可能な微視的状態の数を

gj とすると，定義によりその体積を h3で割ったものですから

gj =
1
h3

dqdp =
1
h3

dq1dq2dq3dp1dp2dp3 (3.48)

となります。

· · ·

· · ·

ε1

ε2

εj

nj 個

gj 個...

· · ·

gj 個

n1 個

n2 個
· · ·

· · ·

nj 個

gj 個

g1 個

g2 個

a1

a2

aj

セル

...

W1 = NCn1 × g1
n1

W2 = (N−n1)Cn2 × g2
n2

Wj = (N−n1−n2−···−nj−1)Cnj × gj
nj

...

W{nj} = W1×W2× · · · ×Wj × · · · = N !
n1!n2! · · ·nj ! · · ·g1

n1g2
n2 · · ·gj

nj · · ·

場合の数

図 10: 各エネルギー εj に nj 個の要素を配置する場合の数

12相互作用があれば各粒子のエネルギーは一定ではなくなり時間的に変化する。
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さて，エネルギー εj を持った粒子を a1に n1個，a2に n2個，· · · と分配していく場合の数は

NCn1 ×N−n1 Cn2 × · · · ×N−(n1+n2+···+nj−1) Cnj × · · ·

=
N !

n1!n2! · · ·nj ! · · ·
(3.49)

そしてセル aj に分配された ni個の粒子をさらに gj 個の状態に分配する仕方の数は g
nj

j 通りあるので，

可能な微視的状態の数をW{nj}とすれば

W{nj} =
N !

n1!n2! · · ·nj ! · · ·g1
n1g2

n2gj
nj · · · = N !

∏

j

gj
nj

nj !
(3.50)

と表せます。njは (3.47)の条件を満たす数であればいいので，微視的状態数の総数W は条件 (3.47)を

満たす {nj}についての分布のすべてを足し合わせなければならず

W (N,V,E) =
∑

{nj}
W{nj} = N !

∑

{nj}

∏

j

gj
nj

nj !
(3.51)

となります。なお，理想気体のように非局在系の場合には，Gibbsの補正因子N !で割っておく必要が

あります13。

W (N,V,E) =
1

N !

∑

{nj}
W{nj} =

∑

{nj}

∏

j

gj
nj

nj !
(3.52)

＜状態数のカウント＞

　具体的にN = 4, E = 7の場合状態数をカウントします（ gj は省略）。エネルギーは離散的で εの幅

で等間隔とします。

N =
∑

j

nj = 4, E =
∑

j

njεj = 7 (3.53)

ε1 = ε
ε2 = 2ε
ε3 = 3ε
ε4 = 4ε
ε5 = 5ε

4!
3! · 1!

= 4通り
4!

2! · 1! · 1!
= 12通り 4!

1! · 3!
= 4通りW{nj} →

(1) (2) (3)◎

3× ε + 1× 4ε = 7ε 2× ε + 1× 2ε + 1× 3ε = 7ε 1× ε + 3× 2ε = 7ε

図 11: 微視的状態のカウント

図 11に示すように，(3.53)の条件を満たす粒子の可能な配置は図 11の (1), (2), (3)の 3つのケース

に限られます。各ケースの分布を実現する場合の数はそれぞれ 4, 12, 4通りとなるので，全体の総状態

数W はこれらを加え合わせた

W =
∑

W{nj} = 4 + 12 + 4 = 20通り (3.54)

となります。総計 20通りある (1),(2),(3)のパターンの中でどのパターンが特に実現しやすいという偏

りはなく，どのパターンの実現確率もすべて同じと考えるのが等確率の原理です。さて 20通りのパター

ンのなかで，パターン (1)は 4通り，パターン (2)は 6通り，パターン (3)は 4通りなので，各パターン

の出現確率はそれぞれ 4/20=20%，12/20=60%，4/20=20%となり，パターン (2)の出現確率が最も

高くなることがわかります。いま，高々4個の粒子でパターンの出現確率の差が明確になりましたが，
13後ほどわかりますが，そうしないとエントロピー S = kB lnW が示量性とならないという事情があります。
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Avogadro数個の膨大なレベルになるとこの差は圧倒的なものとなり，それ故，W (N,V,E)は最も確率

の高いパターンで置き換えることができます。

・最大項の方法

(3.52)の和の計算は大変難しいのですが，上で見たように和の中の最大値を示す項だけをピックアッ

プし，それ以外の項はバッサリ切り捨てても十分よい近似になると予想できます。つまり，熱平衡状態

ではある特定の配置 {n∗j}の実現が圧倒的に多いと考え

W (N,V,E) =
∑

{nj}
W{nj} ' W{n∗j} (3.55)

で近似しようというわけです14。
∑

W{nj}の和をその中の最大項W{n∗j}で近似する方法を最大項の方

法といい，{n∗j}を最も確からしい分布とか平衡分布，Maxwell-Boltzmann分布と呼んでいます。先

程の簡単な例ではパターン (2)が該当します。

　それでは，W{nj}を最大にする {n∗j}を求めていきましょう。これは (3.47)の条件付き極値問題を解

くことになるので Lagrangueの未定乗数法を使います。W{nj}の最大（極大）は lnW{nj}の最大（極

大）であるので，計算の便宜上 (3.50)の自然対数をとり，Strlingの公式 lnN ! ' N(lnN − 1)を用いて

展開すると

lnW{nj} = ln
[

N !
n1!n2! · · ·nj ! · · ·g1

n1g2
n2 · · ·gj

nj · · ·
]

= N(lnN−1)−
∑

j

[nj(lnnj− 1) + · · · ] + ln[g1
n1g2

n2 · · ·gj
nj · · · ]

=
∑

j

nj (lnN − lnnj + lngj) = N lnN +
∑

j

nj ln
gj

nj

(3.56)

となります。lnW{nj}が最大であればその変分は 0となるので

δ(lnW ) =
∑

j

(
∂ lnW

∂nj

)
δnj =

∑

j

(
ln

gj

nj
− 1

)
δnj = 0 (3.57)

また，(3.47)の制約条件は

　





δN =
∑

j

δnj = 0

δE =
∑

j

εjδnj = 0
(3.58)

とおけます。α, βを任意の定数として (3.58)の第１式に−α + 1を，第 2式に−βを掛けたものを (3.57)

に加えると次式が得られます。 ∑

j

(
ln

gj

nj
−α− βεj

)
δnj = 0 (3.59)

すべての δnj は独立変数と考えられるので，上式が成立する条件は δnj のすべての係数がゼロという

ことから

ln
gj

nj
∗ −α− βεj = 0 (3.60)

となります。なお，上式では nj を極大値を示す n∗j に書き換えています。これから

nj
∗ = gje

−α−βεj (3.61)

14この辺の事情は数学的にキチンと証明されていて，W{nj} はある特定の分布 {n∗j}のときに極めて鋭い極大値をもち，分
布 {n∗j}から少し外れると急速に小さくなることが明らかにされています。興味があれば節末の参考も参照されたし。
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これを (3.47)に入れると 



N =
∑

j

n∗j = e−α
∑

j

gje
−βεj

E∗ =
∑

j

εjn
∗
j = e−α

∑

j

εjgje
−βεj

(3.62)

E∗は平衡分布の全系のエネルギーで，熱力学の内部エネルギーに当たるものと考えられます。(3.62)

の第 1式より αは

e−α = N
/∑

j

gje
−βεj (3.63)

これを (3.61)に入れて粒子がエネルギー εj の状態を占める確率 pj を求めると

pj =
n∗j
N

=
gje

−βεj

∑

j

gje
−βεj

=
1
Z1

∑

j

gje
−βεj

Z1 =
∑

j

gje
−βεj

(3.64)

となり，このような分布をMaxwell-Boltzmann分布と呼び，e−βεj をBoltzmann因子と呼んでい

ます。また，Z1は 1粒子の分配関数とか分布の状態和と呼ばれます。

　 (3.62)を µ空間での積分に書き換えて計算すると

N = e−α
∑

j

gje
−βεj = e−α 1

h3

∫ ∫ ∞

−∞
dqdpe−βp2/2m

= e−α V

h3

∫ ∞

−∞
dp1dp2dp3e

−β(p2
1+p2

2+p2
3)2/2m = e−α V

h3

(
2πm

β

)3/2

E∗ = e−α
∑

j

gjεje
−βεj = e−α V

h3

∫ ∞

−∞
dp

1
2m

p2e−βp2/2m

= e−α V

h3

1
2m

∫ ∞

−∞
dp1dp2dp3(p2

1 + p2
2 + p2

3)e
−βp2/2m

= e−α V

h3

3
2

(
2πm

β

)3/2 1
β

(3.65)

となり，この 2式から

β =
3
2

N

E∗

(
E∗ =

3
2

N

β

)
(3.66)

が得られます。理想気体の圧力を P とすれば，Bernoulliの関係式 PV = 2E/3より

PV =
2
3
E∗ =

N

β
(3.67)

となるので，これから βは

PV = νRT =
N

β
, ... β =

N

νRT
(ν：mol数) (3.68)

と求められます。ν =1molとすればN はAvogadro数NAとなるので

β =
NA

R

1
T

=
1

kBT
（kB = R/NA：Boltzmann定数） (3.69)

と得られます。したがって，αは (3.65)より

e−α =
N

V

(
h2

2πmkBT

)3/2

=
N

V

(
2π~2

mkBT

)3/2

(~ = h/2π) (3.70)
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と得られます。

【補足】理想気体の速度分布式を導いておきます。１個の粒子が座標 qから q + dq，運動量 pから p + dpにい
る確率は (3.64)より

p(q,p)dqdq/h3 =
gje

−βp2/2m

Z1
=

1
(2πmkBT )3/2

1
V

∫
dq

∫
e−βp2/2mdp

=
1

(2πmkBT )3/2

∫
e−βp2/2mdp

(3.71)

となります。運動量分布関数 F(p)とすれば

F(p)dp =
(

1
2πmkBT

)3/2

e−p2/2mkBT dp

(∫ ∞

−∞
F(p)dp = 1

)
(3.72)

速度分布関数を f(v)とすれば，p = mvより dp = m3dv(... dp1dp2dp3 = m3dv1dv2dv3)となるので

f(v)dv =
(

m

2kBT

)
e−mv2/2kBT dv

(∫ ∞

−∞
f(v)dv = 1

)
(3.73)

3-3.小正準集団の分配関数と熱力学的諸量の関係

(3.64)に登場した 1粒子の分配関数 Z1 は粒子が取りうるすべての状態について gj で重み付けした

Boltzmann因子の総和でした。和を µ空間での積分に置き換えると

Z1 =
∑

j

gje
−βεj =

V

h3

∫ ∞

−∞
exp

(
−βp2

2m

)
dpxdpydpz

=
V

h3
(2πmkBT )3/2

=
V

λT
3 , λT =

h√
2πmkBT

(3.74)

となります。λT は長さの次元15を持ち，熱的ドブロイ波長と呼ばれ，エネルギー E = πkBT = 1
2mp2の

粒子のドブロイ波長 λ = h/p = h/
√

2πmkBT に相当します。そのことは兎も角，分配関数が分かれば

内部エネルギーやHermholtzの自由エネルギー等の熱力学諸量を導くことができます。

・内部エネルギー： (3.62)と (3.64)より

E∗ = N

∑
j εjgje

−βεj

∑
j gje−βεj

=
N

Z1

∑

j

εjgie
−βεj (3.75)

また，
∂

∂β
Z1 = −

∑

j

εjgie
−βεj (3.76)

であるので，分配関数と内部エネルギーの関係式として次式を得ます。

E∗ = −N

Z1

∂

∂β
Z1 (3.77)

・Hermholtzの自由エネルギー：内部エネルギー E∗と Hermholtzの自由エネルギー F を結びつけ

15[h] = [J ][s] = [kg][m]2[s]−2，[kB ] = [J ][K]−1，[T ] = [K]，[λT ] = [m]
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る熱力学のGibbs-Hermholtzの式

E∗

T 2
= −

[
∂

∂T

(
F

T

)

V

]
−→ d

(
F

T

)

V

= −E∗dT

T 2
(3.78)

を使います。分配関数の自然対数をとって

lnZ1 = ln


∑

j

gje
−βεj




βを僅かに変化させたときの lnZ1の変化を計算し，(3.78)を利用すれば

d lnZ1 =
dZ1

Z1
= −

∑
j εjgje

−βεj

∑
j gje−βεj

dβ = −E∗

N
dβ

=
1

NkB
E∗dT

T 2
= − 1

NkB
d

(
F

T

)

これから積分定数を除いて次の関係式が得られます。

F (N,V,E) = −NkBT lnZ1 (3.79)

————————–

※参考16：ある関数 f(x)が x = x∗ において鋭い極大値をもつとした場合，f(x) = f(x∗ + x− x∗)とおいて x∗

の周りでテイラー展開し 2次の項までとると

f(x) .= f(x∗ + (x− x∗)) .= f(x∗) + (x− x∗)f ′(x∗) +
1
2
(x− x∗)2f ′′(x∗)

= f(x∗) +
1
2
(x− x∗)2f ′′(x∗) (...f ′(x∗) = 0)

f(x)は x = x∗ で極大値をとるので 2階微分 f ′′(x∗) < 0となるので，f ′′(x∗) = −1/σ2 とおくと

f(x) = f(x∗)− (x− x∗)2

2σ2
(3.80)

と表せる。(x− x∗)/2σ2 ¿ 1とすれば
e−

(x−x∗)
2σ2

.= 1− (x− x∗)
2σ2

(3.81)

とおけるので，f(x)はガウス分布で近似できます。

f(x) = f(x∗)− (x− x∗)2

2σ2
' f(x∗)e−

(x−x∗)2
2σ2 (3.82)

f(x)を xを確率変数とする確率分布とみなすと確率変数 xの平均値 〈x〉と分散 V は

〈x〉 = x∗， V = σ2 (3.83)

また，ガウス積分の公式より ∫ ∞

−∞
f(x)dx = f(x∗)

∫ ∞

−∞
e−

(x−x∗)2
2σ2 =

√
2π σf(x∗) (3.84)

となるので，dx∗ =
√

2πσ =
√

2π/ |f ′′(x∗)|を定義すれば∫ ∞

−∞
f(x)dx = f(x∗)dx∗ (3.85)

となり，積分値は f(x)の極大値 f(x∗)と x∗ 周りの微小幅 dx∗ の積で表せることになります。//

16http : //www.nr.titech.ac.jp/ chiba/en/notes.html
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3-4.Boltzmannの関係式

小正準集団の微視的状態の数W (N,V,E)と熱力学量のエントロピー S(N,V,E)との間には

S = kB lnW (N,V,E) (kB：Boltzmann定数） (3.86)

の関係が成立し，これをBoltzmannの関係式17と呼んでいます。エントロピーはClausius18により熱

力学第 2法則の定式化（dS = dQ/T）から導入されましたが，(3.86)はエントロピーの統計力学的解

釈で，いわばマクロな世界とミクロな世界を結びつける関係式といえます。

　Boltzmannの関係式が成立する概要を以下に見ておきます。平衡分布における最大の状態数W (N,V,E)

を与える分布は (3.64)で示したように

n∗j =
N

Z1
gje

−βεj , Z1 =
∑

j

gje
−βεj (3.87)

これを (3.56)に入れて整理し，(3.79)を用いれば

lnW{n∗j} = N lnN +
∑

j

n∗j ln
gj

n∗j

= N lnN +
∑

j

n∗j ln
Z1

Ne−βε∗j

= N lnN +
∑

j

n∗j (lnZ1− lnN + βε∗j )

= »»»»N lnN + N lnZ1−»»»»N lnN + βE∗

= − 1
kBT

(F −E∗)

(3.88)

ここで熱力学の関係式 F = E∗− TSを用いれば Boltzmannの関係式が得られます。

S = kB lnW{n∗j} = kB lnW (N,V,E) ... W{n∗j} = W (N,E,V ) (3.89)

・理想気体のエントロピー

Boltzmannの関係式を使って理想気体のエントロピーを求めてみましょう。(3.21)を (3.86)に入れ

て展開すると
S

kB
= lnW (N,V,E) = ln

[
V N (2πmE)3N/2

N !h3NΓ
(

3
2N

) 1
E

δE

]

= N ln
[

V

h3
(2πmE)3/2

]
− ln N !− lnΓ

(
3
2
N

)
+ ln

δE

E

.= N

{
ln

[
V

h3
(2πmE)3/2

]
− lnN + 1− 3

2
ln

3N

2
+

3
2

}

= N

[
3
2

ln
(

4πm

3h2

E

N

)
+ ln

V

N
+

5
2

]

= N ln
[

V

h3
(2πmE)3/2 1

N

1
(3N/2)3/2

e5/2

]

(3.90)

17Ludwig Eduard Boltzmann：1844-1906。オーストリアの物理学者。Boltzmann関係式は 1872年に公表。W = eS/kB。
18Rudolf Julius Emmanuel Clausius：1822-1888。ドイツの物理学者。1854年に熱力学第二法則を確立。
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となり，これを整理して

S(N,V,E) = NkB

[
3
2

ln
(

4πm

3h2

E

N

)
+ ln

V

N
+

5
2

]
(3.91)

を得ます19。エントロピーは示量的な量でした。上式でN, V, Eをすべて 2倍にすれば確かに 2倍にな

ります20。また，熱力学によれば，粒子数N，エネルギーE，温度 T を一定として体積 V を 2倍にし

たときのエントロピーの変化∆Sは

TdS = dE + PdV = PdV =
NkBT

V
dV, dS = NkB

dV

V

... ∆S =
∫ 2V

V
dS =NkB ln2

(3.92)

となり，一方，(3.91)から計算すれば

∆S = S(N,2V,E)−S(N,V,E) = NkB ln2 (3.93)

となり，両者の結果は一致します21。

例４：理想気体の状態方程式を導出せよ。また，内部エネルギー，比熱，化学ポテンシャルを求めよ。

Ans) 熱力学のMaxwellの関係式

dE = TdS −PdV + µdN





(
∂S

∂V

)

N,E

=
P

T(
∂S

∂E

)

N,V

=
1
T(

∂S

∂N

)

E,V

= −µ

T

(3.94)

を援用します ( µは化学ポテンシャル) 。(3.91)をN,E =一定のもと V で偏微分すると
(

∂S

∂V

)

N,E

=
NkB

V
(3.95)

となり，Maxwellの関係式 (3.94)を援用すると
(

∂S

∂V

)

N,E

=
P

T
=

NkB

V
, ... PV = NkBT (3.96)

と表わせ，理想気体の状態方程式がでてきます。Avogadro数をNAとするとNはN/NA =νモルで，よ

く見かける状態方程式PV = νNAkBT = νRT (R=NAkB：気体定数)となります。内部エネルギーは
(

∂S

∂E

)

N,V

=
1
T

=
3
2
NkB/E, ... E =

3
2
NkBT =

3
2
νRT (3.97)

と得られます。温度 T はエネルギーと関係していて (3/2)kBT が粒子 1個あたりのエネルギーであるこ

とを示しています。定積比熱 CV は

CV =
(

∂E

∂T

)

V

=
3
2
νR (3.98)

となり，定圧比熱 CP は理想気体で厳密に成立するマイヤーの関係式 CP = CV + νRより

CP =
5
2
νR (3.99)

19ln(δE/E)はたかだか lnN の程度なので無視します。
20Gibbsの N !が効いています！
21統計力学から導出されるエントロピーとマクロな熱力学で定義されるエントロピーは一致するということですね。
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と得られます。化学ポテンシャルは
(

∂S

∂N

)

E,V

= −µ

T
= kB ln

[
V

N

(
4πm

3h2

E

N

)3/2
]

... µ = −kBT ln

[
V

N

(
2πmkBT

h2

)3/2
] (3.100)

この式の右辺は示量変数 V を含むので一見すると µは示量的に見えますが，V/N と示量変数を示量変

数で割った形になっているので，示量変数の関数にはなっていません。µは示強変数です。

例５：1次元調和振動子系のエントロピー，内部エネルギー，化学ポテンシャルを求めよ。

Ans) (3.36)より

W (N,V,E) =
1

(N − 1)!

(
E

~ω

)N−1 δE

~ω
=

(
1
~ω

)N EN

Γ(N)
δE

E
(3.101)

エントロピーは

S(N,V,E) = kB lnW (N,V,E) = kB ln

[(
1
~ω

)N EN

Γ(N)
δE

E

]

= kB

[
ln

(
E

~ω

)N

− lnΓ(N)

]
= kB

[
ln

(
E

~ω

)N

− (N lnN −N)

]

= NkB

[
1 + ln

(
E

N~ω

)]
(3.102)

内部エネルギーと化学ポテンシャルはMaxwellの関係式を使って
(

∂S

∂E

)

N,V

=
NkB

E
=

1
T

, ... E = NkBT（ · · ·調和振動子系のエネルギー）
(

∂S

∂N

)

V,E

= kB ln
(

E

N~ω

)
= −µ

T
, ... µ = −kBT ln

(
E

N~ω

) (3.103)

　

例６.例３の異なる 2原子分子からなる回転子系のエントロピーと定積比熱を求めよ。

Ans) (3.46)より

S = kB lnW = kB

[
ln

{(
2IE

~2

)N /
Γ (N )

}
+ ln

δE

E

]

.= kB

[
N ln

2IE

~2
−N lnN + N

]
(← ln(δE/E)は無視）

= kBN

[
ln

2IE

~2N
+ 1

]
(3.104)

ただし，N + 1 ∼ N であるので，Γ(N + 1) .= Γ(N) .= N lnN −N としました。熱力学の温度とエネル

ギーの関係式 ∂S/∂E = 1/T より，
∂S

∂E
= kB

N

E
=

1
T

(3.105)

したがって，この系の定積比熱 CV は

CV =
(

∂E

∂T

)

V

= kBN (3.106)

となって温度依存性はありません。
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3-5.２準位系

レーザーの理論では 2準位系の光の吸収・放出がしばしば議論されますが，ここでは量子論的側面に

は触れずにミクロカノニカルアンサンブルの例として取り上げます。

　 2つの状態しかとらない系のN 個の集団を考えます。個々の系の状態のエネルギーは εまたは−εと

し，要素N 個からなる系の取りうる状態の数を求めてみます。エネルギー ε（励起状態）をとる要素の

数をN+個，エネルギー−ε（基底状態）をとる要素数をN−，全エネルギーをEとすると

N = N+ + N−

E = (N+−N−)ε
(3.107)

が成り立ち，これから

N+ = (N + E/ε)/2, N− = (N −E/ε)/2 (3.108)

系がとり得る全状態の数W はN 個の中からN+個取りだす取りだし方に等しいので

W (N,E) =
N !

N+!(N −N+)!
=

N !
N+!N−!

(3.109)

となります。この系のエントロピーは Stirlingの公式 lnN ! ' N(lnN − 1)より

S = kB lnW (N,E)

= kB(lnN !− lnN+!− lnN−!)

= kB(N lnN −N+ lnN+−N− lnN−)

(3.110)

と表せます。これをEで偏微分し，熱力学の関係式 (∂S/∂E)V = 1/T を援用すれば

∂S

∂E
= −kB

∂

∂E
(N+ lnN+ + N− lnN−)

=
kB

2ε
ln

Nε−E

Nε + E
=

1
T

...
1
T

=
kB

2ε
ln

Nε−E

Nε + E
→ exp

(
2

ε

kBT

)
=

Nε−E

Nε + E

(3.111)

が得られます。これをEについて解けば，系のエネルギーEと温度 T の関係式が得られます。

E = −Nε
e2ε/kBT − 1
e2ε/kBT + 1

= −Nε tanh(ε/kBT )

... E/N = −ε tanh(ε/kBT )
(3.112)

(3.108)より，N+, N−は温度の関数として次のように求められます。

N+ =
N

2

(
1− 1

ε

E

N

)
= N

1
1 + e2ε/kBT

N− =
N

2

(
1− 1

ε

E

N

)
= N

e2ε/kBT

1 + e2ε/kBT

(3.113)

系の定積比熱は

CV =
(

∂E

∂T

)

V,N

=
Nε2

kBT 2
· 1
cosh2(ε/kBT )2

= NkB

(
2ε

kBT

)2 e2εkBT

(1 + e2ε/kBT )2

(3.114)

となり，2準位系の比熱は図 12に示すように kBT/∆ε = 0.5あたりに鋭いピークをもつ特長的な温度

依存性を示します。このように，ある温度においてピーク値をとる比熱を Schottky型比熱といいま
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31 2 4

0.1
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kBT/2ε

CV /NkB

ε

0

−ε

2準位

δε = 2ε

N+：excited state

N−：ground state

N+, N− の温度依存性

N+
N

N−
N

1.0

0.5

kBT/2ε
5.04.03.02.01.0

Schottky型比熱カーブ

比熱

2準位の温度依存性

+ε

−ε

0

2準位レベル
N+

N−

図 12: 2準位系

す。温度の高いところでの比熱はほとんど 0になるので，少しのエネルギー変化で温度は急激に変わる

ことになります。

3-6.熱的に接触する 2つの系

いま，2つの系 a, bを考え，互いにエネルギーのやり取りがあるが，強い相互作用はなく互いに独立

していて，2つの系を合わせた全系は外界から孤立しているとします。したがって，全系に対してはミ

クロカノニカルアンサンブルの議論が適用できます。

x∗

dx∗

f(x∗)

f(x∗)dx∗

a b

Ea Eb

Na Nb

図 13: 熱的に接触する 2
つの系（全系は孤立系)

系 a, bは互いに独立しているので，系 aがエネルギーEa，系 bがエネル

ギー Eb をもつような微視的状態の総数W (E)は各系の微視的状態の総数

Wa(Ea), WB(Eb)の積で表せるので

W (E) = Wa(Ea) ·Wb(Eb)

E = Ea + Eb

(3.115)

全系は孤立系なので全エネルギー E = Ea + Ebは一定です。孤立系で成立

するBoltzmannの関係式 (3.86)より，全系のエントロピー Sは系 a, bのエ

ントロピー Sa(Ea), Sb(Eb)の和で表せるので

S(E) = Sa(Ea) + Sb(Eb) (3.116)

と書けます。熱平衡状態では全系のエントロピー S(E)は最大になります。その時，系 aに配分される

エネルギーEaは ∂S(E)/∂Ea = 0を満たすので

∂S(E)
∂Ea

=
∂Sa(Ea)

∂Ea

+
∂Sb(Eb)

∂Eb

∂Eb

∂Ea

=
∂Sa(Ea)

∂Ea

− ∂Sb(Eb)
∂Eb

= 0

...
∂Sa(Ea)

∂Ea

=
∂Sb(Eb)

∂Eb

(3.117)
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の関係式が成立します。ここで熱力学の関係式 ∂S/∂E = 1/T を適用すれば

1
Ta

=
1
Tb

... Ta = Tb (3.118)

となり，熱平衡状態では 2つの系の温度は等しいという結果が得られ，これは熱力学の主張と一致しま

す（→ Boltzmannのエントロピーは熱力学のエントロピーであることの証左の一つ）。

【補足】ガンマ関数と Strlingの公式 －－－－－－－－－－－－

x À 1の場合，ガンマ関数の漸近形は次式で与えられます。

Γ(x) ∼
√

2π

x

(x

e

)x
(3.119)

これから lnΓ(x)の近似式を求めると

lnΓ(x) ∼ x lnx− x +
1
2

ln
2π

x

.= x lnx− x (3.120)

(3.119)と Γ関数の性質 Γ(x + 1) = xΓ(x)より

Γ(x + 1) ∼
√

2πx
(x

e

)x
(3.121)

(3.121)にガンマ関数と階乗の関係式（N：任意の正の整数）

Γ(N + 1)=NΓ(N)=N(N − 1)Γ(N − 1)= · · ·=N(N − 1) · · ·2 · 1 ·Γ(1)=N ! (... Γ(1) = 1)

を利用すれば22は Stirlingの公式が得られます。

lnΓ(N + 1) = lnN ! ' ln
√

2πN

(
N

e

)N

= N(lnN − 1) +
1
2

ln(2πN)

' N(lnN − 1)

(3.122)

Stirlingの公式の近似精度は以下の通りで，N の増加とともに近似精度が上がっています。

N lnN ! N(lnN − 1) + ln(2πN)
2 N(lnN − 1)

10 15.104 15.096 13.026
50 148.478 148.476 145.601

100 363.739 363.739 360.517
200 863.232 863.232 859.663

1000 5912.13 5912.13 5907.76

22n が大きいとき右辺の 1
2
ln(2πn)は他の項に比べ negligible small.(ex) n = 1023 → n lnn=5.3× 1024, ln(2πn)/2=27.4
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§4. 正準集団（カノニカル・アンサンブル）

熱浴 R エネルギー

S

温度 T

V,T

ER ES

図 14: 熱浴に囲まれた系

温度 T の熱源に接触する粒子数N，体積 V の体系に対応する統計

集団が正準集団（カノニカル・アンサンブル）です。小正準集団では

N, V, Eを指定して，その体系がどのような微視的状態からなってい

るのかを議論しました。エネルギー Eが一定であるという制約条件

は厳しく，そのため適用範囲は狭く外界から孤立した孤立系に限られ

ました。一方，正準集団は粒子数N と体積 V，温度 T で指定された

統計集団が対象となり，エネルギー一定という制約条件から開放され

た一般的な系といえます。

　さて，温度 T が一定の大きな熱浴（R：thermal reservoir）に囲まれた系（S)を考え，熱浴Rと系

Sはエネルギーだけが交換できるとします。系と熱浴を合わせた全体系は，外界から孤立した孤立系と

し，外界とのエネルギーのやり取りは一切ありません。また，熱浴は対象としている系 S より遥かに

大きく，系 Sとの相互作用によって熱浴のエネルギーが変化しても熱浴の温度 T への影響は無視でき

るとします。したがって，系全体で見れば小正準集団ということになります。

　全系のエネルギーは熱浴系のエネルギーERと対象としている系 SのエネルギーESと両系との間の

相互作用エネルギー εの和で表されますが，いまその相互作用は非常に小さいとしているので

E = ER + ES + ε
.= ER + ES =一定 (4.1)

と表せます。熱平衡状態で全体の系のエネルギーが一定でも，その部分系である系 S のエネルギーは

熱浴と接触して絶えず変化しています。小正準集団では系のエネルギーは一定という制約があり，エネ

ルギー一定条件を満たす多数のコピー集団を考えました。これらの代表点は Γ 空間内の等エネルギー

面上に分布しました。一方，正準集団では熱浴とエネルギー交換できる（いろいろなエネルギーを有す

る）多数のコピー集団を考えます。Γ 空間内のいろいろなエネルギー Eiの値に対応する各領域 iに代

表点が分布しています。系 Sの Γ 空間を微小体積要素に分割し，i番目のセル i（エネルギーをEiとす

る）に含まれる微視的状態数（代表点の数）をGiとすると23，R + S全系の微視的状態の総数WT (E)

は，可能なすべての組み合わせの数となるので

WT (E) =
∑

i

Gi×WR(E −Ei) = G1 ·WR(E −E1) + G2 ·WR(E −E2) + · · · (4.2)

と表せます。ここでWR(E −Ei)は系Rのエネルギーが (E −Ei)の微視的状態の数。全系はミクロカ

ノニカル分布なので，等確率の原理より Γ 空間内のセル iの状態が実現される確率は

pi =
Gi ·WR(E −Ei)

WT (E)
(4.3)

となります。具体的に pi を求めていきます。熱平衡状態にある系 Rのエントロピーを SR とすると，

Boltzmannの関係式を用いれば次式が成立します。

WR(E −Ei) = exp [SR(E −Ei)/kB] (4.4)

Ei ¿ Eであるので SR(E −Ei)をテイラー展開すると

SR(E −Ei) = SR(E)−Ei
∂SR

∂E
+

1
2
E2

i

∂2SR

∂E2
+ · · · (4.5)

23µ空間と微小体積要素と区別するめに大文字の Gを使いました。
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ここで熱力学の関係式
(

∂S

∂E

)

V

=
1
T(

∂2S

∂E2

)

V

=
(

∂

∂E

1
T

)

V

=− 1
T 2

(
∂T

∂E

)

V

=− 1
T 2

· 1
CV

(4.6)

を援用すれば

SR(E −Ei) = SR(E)− Ei

T

(
1 +

Ei

2T
· 1
CR

V

+ · · ·
)

.= SR(E)− Ei

T

(4.7)

となります。なお，熱浴の定積比熱CR
V は十分大きので 1/CR

V の項は無視しています。この結果，(4.4)は

WR(E −Ei) = exp [SR/kB −Ei/kBT ]

= C exp(−Ei/kBT ) (C = eSR/kB )

となり，これから

pi(Ei) =
C

WT
Gi exp

(
− Ei

kBT

)
=

1
Z

Gi exp(−Ei/kBT ) (4.8)

を得ます。(4.8)で与えられる分布を正準分布（カノニカル分布）といい，これにしたがって分布する

集団を正準集団（カノニカル・アンサンブル）と呼んでいます24。

4-1.正準集団の分配関数

カノニカル・アンサンブルは，どの微視的状態も同じ確率で実現するミクロカノニカル・アンサンブ

ルとは異なり、エネルギーに依存するボルツマン因子の統計的重みがかかっています。温度 T が一定

の場合、エネルギーの高い状態ほど出現確率は減少し，逆に、温度が高くなっていけばエネルギーの高

い状態にその分布が広がってゆくことがわかります。piの規格化条件より
∑

i

pi =
1
Z

∑

i

Gi exp
(
− Ei

kBT

)
= 1

... Z =
∑

i

Gi exp
(
− Ei

kBT

) (4.9)

Z は正準集団の分配関数（状態和）です。Giは Γ 空間の微小体積要素素片に含まれる状態数で

Gi =
1

h3N
d3Nq d3Np (4.10)

正準集団の分配関数はGiに Boltzmann因子の重みを付けて足し上げたものになります。(4.9)の iに

関する和を Γ 空間内での積分の形に書くと，ハミルトニアンが連続的な値を取る変数の関数H(q,p)

として表される場合には

Z(N,V,T ) =
1

h3N

∫
· · ·

∫
exp [−H(q,p)/kBT ]d3Nq d3Np

Z(N,V,T ) =
1

N !h3N

∫
· · ·

∫
exp [−H(q,p)/kBT ]d3Nq d3Np

(4.11)

となります。なお，2列目の式は非局在な場合です。H(q,p)には一般に相互作用を含んでいても構い

ません。

24(4.8)はMaxwell-Boltzmann分布と似ていますが，M-B分布は 1粒子のエネルギー εi についての分布であったのに対
し，Ei は系 iのエネルギーであることに注意。



29

　系のエネルギーがE ∼ E + dEである微視的状態数を Ω(E)dEと書くと25

Ω(E)dE =
∑

E≤Ei≤E+dE

Gi (4.12)

このとき，エネルギーがE ∼ E + dEとなる確率 p(E)dEと分配関数は

p(E)dE =
1
Z

Ω(E)e−βEdE

Z =
∫ ∞

0
Ω(E)e−βEdE

(4.13)

となります。分配関数が求められれば，以下に示すように熱力学的諸量を容易に計算できます。

・内部エネルギー

(4.8)で確率分布 piがわかったので，カノニカル分布のエネルギー平均値 〈E〉は

〈E〉 =
∑

i

piEi =
1
Z

∑

i

GiEie
−βEi = − 1

Z

∂Z

∂β
= −∂ lnZ

∂β

= kBT 2 ∂ lnZ（N,V,T )
∂T

(β = 1/kBT )

(4.14)

となります26。統計力学での 〈E〉はマクロな熱力学の内部エネルギーに当たります。

・Hermholtzの自由エネルギー

(4.14)より

kB
∂ lnZ

∂T
=
〈E〉
T 2

(4.15)

一方，Hermholtzの自由エネルギー F = U − TSより
[

∂

∂T

(
F

T

)]

V

= − F

T 2
+

1
T

[
∂F

∂T

]

V

= − 1
T 2

(F + TS) = − U

T 2

ここで 〈E〉 ≡ U とおくと
∂

∂T

(
F

T

)
= −kB

∂

∂T
lnZ（N,V,T )

... F (N,V,T ) = −kBT lnZ(N,V,T )

(4.16)

・化学ポテンシャル

µ =
(

∂F

∂N

)

V,T

= −kBT
∂ lnZ

∂N
(4.17)

・エントロピー,圧力 P

S = −
(

∂F

∂T

)

V

= kB lnZ + kBT
∂ lnZ

∂T
= kB lnZ +

〈E〉
T

P = −
(

∂F

∂V

)

T

= kBT
∂ lnZ

∂V

(4.18)

25Ω(E)は状態密度。
26〈E〉 = P(E)EdE としても OK.
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4-2.エネルギー等分配の法則

これは体系のハミルトニアンの構造と関係します。体系のハミルトニアンの中に一つの運動量 pj が

1
2
ajp

2
j (aj > 0) (4.19)

という形で含まれ，他の部分には現れてこないとします。このとき,分配関数の積分の中で pj に関する

積分は ∫ ∞

−∞
exp

(
−1

2
ajp

2
j/kBT

)
dpj =

√
2πkBT

aj
(4.20)

となるので，分配関数に因数
√

kBT を与えます (Z(N,V,T ) =
√

kBTZ ′(N,V,T ))。したがって，内部

エネルギーには

E = kBT 2 ∂

∂T
lnZ = kBT 2 ∂

∂T

(
1
2
kBT + lnZ ′

)
=

1
2
kBT + Φ (4.21)

より kBT/2の寄与をすることが分かります。また，一つの座標 qiがハミルトニアンの中に

1
2
biq

2
i (bi > 0) (4.22)

の形だけで含まれる場合も，全く同様にして分配関数に因数
√

kBT を与え，内部エネルギーには kBT/2

の寄与をします。ハミルトニアンの中にある (4.19)や (4.22)の形の項は，その一つ一つが内部エネル

ギーに kBT/2の寄与を与えることになり，これをエネルギー等分配の法則と呼んでいます。なお，後

ほど例 9.で示すように，調和振動子のようにポテンシャルが座標の 2乗に比例する場合にはポテンシャ

ルエネルギーからも 1自由度当たり kBT/2のエネルギーの寄与があり，ポテンシャルエネルギーに対

しても等分配則が成り立ちます。

例７.粒子数N，体積 V，温度 T の理想気体の熱力学的諸量を求めよ。

Ans) 理想気体は非局在ですからN !で割った分配関数を使います。

Z(N,V,T ) =
1

N !h3N

∫
· · ·

∫
exp [−H(q,p)/kBT ]d3Nq d3Np (4.23)

この系のハミルトニアンは位置座標 qを含まず pだけの関数でH(p) =
N∑

i=1

1
2m

p2
i なので，(4.23)の座

標積分はすぐに積分できて V N となるので，分配関数は

Z(N,V,T ) =
V N

N !h3N

∫
· · ·

∫
exp

(
− p2

i

2mkBT

)
dp1 · · ·dp3N

=
V N

N !h3N

[∫ ∞

−∞
exp

(
− p2

2mkBT

)
dp

]3N

=
V N

N !

(
2πmkBT

h2

)3N/2

=
V N

N !

(
mkBT

2π~2

)3N/2

(4.24)

分配関数の自然対数をとると，Stirlingの公式 lnN ! = N lnN −N を使えば

lnZ(N,V,T ) = N lnV − lnN ! + N ln
(

2πmkBT

h2

)3/2

= N

{
1 + ln

[
V

N

(
2πmkBT

h2

)3/2
]} (4.25)
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となります。したがって，Helmholtzの自由エネルギーは (4.16)より

F (N,V,T ) = −kBT lnZ = −NkBT

{
1 + ln

[
V

N

(
2πmkBT

h2

)3/2
]}

(4.26)

これから熱力学的諸量は

F (N,V,T ) = −kBT lnZ = −NkBT

{
1 + ln

[
V

N

(
2πmkBT

h2

)3/2
]}

〈E〉 = kBT 2 ∂ lnZ

∂T
=

3
2
NkBT, CV =

(
∂〈E〉
∂T

)

V

=
3
2
NkB

S(N,V,T ) = kB lnZ +
〈E〉
T

= NkB

{
5
2

+ ln

[
V

N

(
2πmkBT

h2

)3/2
]}

P (N,V,T ) = kBT
∂ lnZ

∂V
=

NkBT

V

µ(N,V,T ) =
(

∂F

∂N

)

V,T

= −kBT
∂ lnZ

∂N
= −kBT ln

{
V

N

(
2πmkBT

h2

)3/2
}

(4.27)

と求められます。

補足）1粒子の理想気体の分配関数は (3.74)より

Z1 = V

(
2πmkBT

h2

)3/2

で与えられました。これとN 粒子の理想気体の分配関数を見比べると

Z =
V N

N !

(
2πmkBT

h2

)3N/2

=
1

N !
Z1

N (4.28)

の関係にあることがわかります（指数関数部の積分を見れば明らかですが）。

　N 個の調和振動子の分配関数は，系のハミルトニアンを

H =
N∑

i=1

(
p2

i

2m
+

1
2
mω2x2

i

)

として

Z =
1

hN

∫
· · ·

∫
exp

[
− 1

kBT

N∑

i=1

(
p2

i

2m
+

1
2
mω2x2

i

)]
dNxdNp

= Z1
N

(4.29)

と表されます。ここで，Z1は 1個の調和振動子の分配関数で

Z1 =
1
h

∫ ∫ ∞

−∞
exp

[
− 1

kBT

(
p2

2m
+

1
2
mω2x2

)]
dxdp =

kBT

~ω
(4.30)

x

y

z

g

A

例８. 一様重力場中に置かれた質量mの N 個の粒子からなる理想気体が，

断面積Sの無限に長い鉛直に立てた筒状の容器に入れられて熱平衡状態にあ

るとする。系の分配関数とHelmholtzの自由エネルギー，内部エネルギー，

定積比熱を求めよ。

Ans) 1粒子のハミルトニアンは

H =
1

2m
(p2

x + p2
y + p2

z) + mgz (4.31)
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であるので，1粒子の分配関数は

Z1 =
∑

j

gje
−βH

=
1
h3

∫ ∫
exp

[
− 1

2mkBT
(p2

x + p2
y + p2

z)−
mgz

kBT

]
dxdydzdpxdpydpz

(4.32)

となります。運動量部分の積分は既にやっているので Z1は

Z1 =
(

2πmkBT

h2

)3/2

A

∫ ∞

0
exp

(
−mgz

kBT

)
dz =

(
2πmkBT

h2

)3/2

A
kBT

mg
(4.33)

したがって全系の分配関数は

Z =
1

N !
ZN

1 =
1

N !

(
2πmkBT

h2

)3N/2 (
kBT

mg
A

)N

(4.34)

これからHermholtzの自由エネルギーと内部エネルギーは

F = −kBT lnZ = −NkBT

[
1 +

3
2

ln
(

2πmkBT

h2

)
+ ln

(
AkBT

Nmg

)]

E = kBT 2 ∂ lnZ

∂T
=

3
2
NkBT + NkBT =

5
2
NkBT

CV =
(

∂E

∂T

)
=

5
2
NkB

(4.35)

定積比熱は通常の理想気体の比熱 3NkB/2より大きくなりますが，これは温度を上げると個々の粒子

の運動エネルギーの増加に加え重力による位置エネルギーも増加するからと考えられます。

例９．1次元調和振動子の位置座標の平均位置からのズレの自乗の期待値と運動量の平均値からのズレ

の自乗を求めよ。

Ans) 1個の調和振動子のハミルトニアンと分配関数は (4.30)より

H =
p2

2m
+

1
2
mω2x2, Z1 =

kBT

~ω
(4.36)

でした。位置座標，運動量の平均値と自乗平均値は

〈x〉 =
1
h

∫ ∞

−∞
xe−βHdxdp

/
Z1 = 0, 〈x2〉 =

1
h

∫ ∞

−∞
x2e−βHdxdp

/
Z1 =

1
βmω2

〈p〉 =
1
h

∫ ∞

−∞
pe−βHdxdp

/
Z1 = 0, 〈p2〉 =

1
h

∫ ∞

−∞
p2e−βHdxdp

/
Z1 =

m

β

(4.37)

各力学変数の平均値からのズレの自乗の期待値は

∆x =
√
〈(x− 〈x〉)2〉 =

√
〈x2〉 − 2〈x〉〈x〉+ 〈x〉2 =

√
〈x2〉 − 〈x〉2 =

√
kBT

mω2

∆p =
√
〈p2〉 − 〈p〉2 =

√
mkBT

(4.38)

となります。また，運動エネルギーの平均やポテンシャルエネルギーの平均は

1
2m

〈p2〉 =
1
2
kBT,

1
2
mω2〈q2〉 =

1
2
kBT (4.39)

となり，ポテンシャルエネルギーに対する等分配則に一例を示しています。

例 10.電気双極子モーメント µの A,Bの 2原子分子N 個からなる気体の分配関数と電気分極 P を求

めよ。なお，分子間の相互作用（双極子－双極子相互作用）は無視できるものとする。
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E

θ

φx

y

z
E ‖ z

µ

|µj | = µ

Ans) 電気双極子モーメント µの極性分子が電場 E の中に置かれると，

電場となす角を θとすれば次のポテンシャルエネルギーをもちます。

v = µ ·E = −µE cosθj ( |µ| = µ, |E| = E ) (4.40)

2原子分子の重心を原点にとった極座標表示を考えると，１個の分子のハ

ミルトニアンは

H =
1

2mA
p2

A +
1

2mB
p2

B −µE cosθ

=
1

2M
(P 2

x + P 2
y + P 2

z ) +
1
2I

(
p2

θ +
p2

φ

sin2 θ

)
−µE cosθ

(4.41)

ここでPx,Py,Pzは重心の並進運動量，pφ, pθは角変数 θ, φに共役な運動量，M = mA + mBは全質量，

I は重心まわりの慣性モーメント。

　まず，１分子の分配関数 Z1を求めます。並進運動部を Z1
trans，回転運動部を Z1

rotと書けばハミル

トニアンは 2つの部分に分けられるので

Z1 = Z1
trans ·Z1

rot (4.42)

と表せます。Z1
transは

Z1
trans =

1
h3

∫
· · ·

∫
exp

(
−P 2

x + P 2
y + P 2

z

2MkBT

)
dxdydzdPxdPydPz

=
V

h3

∫ ∞

−∞
exp

(
−P 2

x + P 2
y + P 2

z

2MkBT

)
dPxdPydPz

　 = V

(
2πMkBT

h2

)3/2

(4.43)

次に Z1
rotは

Z1
rot =

1
h2

∫
· · ·

∫
exp

{
− 1

kBT

[
1
2I

(
p2

θ +
p2

φ

sin2 θ

)
−µE cosθ

]}
dθdφdpθdpφ (4.44)

運動量 pθ, pφについて先に積分をしたあとで角変数についての積分を行うと

Z1
rot =

2πIkBT

h2

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
dθ exp

(
µE cosθ

kBT

)
sinθ

=
(2πkBT )2I

h2

[
exp

(
µE

kBT

)
− exp

(
− µE

kBT

)]/
µE

(4.45)

となります。全系の分配関数 Z は Z1のN 乗をN !で割ったものになるので

Z（N,V,T ) =
1

N !
ZN

1 (4.46)

これから，Helmholtzの自由エネルギーは

F = −kBT lnZ = −NkBT

[
ln

(
Z1

trans

N

)
+ lnZ1

rot + 1
]

(4.47)
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系の単位体積あたりの電気分極の大きさ P は

P = − 1
V

(
∂F

∂E
)

N,V,T

=
NkBT

V

∂ lnZ1
rot

∂E

=
Nµ

V

[
coth

(
µE

kBT

)
− kBT

µE
]

=
Nµ

V
L

(
µE

kBT

)
(4.48)

となります。L(x)は Langevin関数と呼ばれ次式で定義されます。 L(x)

1 2 3

1.0

0.5 x/3− x3/45

x

L(x) = cothx− 1
x

xが小さい時，すなわち µE ¿ kBT のときは

L(x) ' x

3
− x3

45
+ · · ·

と展開できるので

P
.=

N

V

µ2

3kBT
E (4.49)

となります。電気変位Dと分極P の関係はD = E + 4πP，誘電率 εは ε = D/Eで定義されるので，こ
の系の誘電率は

ε = 1 +
4π

3
N

V

µ2

kBT
(4.50)

4-3.不完全気体

分子間に相互作用のある不完全気体を考えます。理想気体からのズレはどのようになるでしょうか。

φij

rij

fij

rij−1

ポテンシャル

2r0

図 15: ポテンシャル

すべての分子に距離 rのみに依存するポテンシャル φ(rij)が働いているとすると，この系のハミル

トニアンは次式で与えられます。

H =
N∑

i=1

pi
2

2m
+

∑

i<j

φij (ただしφij ≡ φ(rij)) (4.51)

rij は分子 i，j間の距離，ポテンシャル φ(rij)は φij と略記しました。分配関数は (4.11)より次式で与

えられます。

Z =
1

N !
1

h3N

∫
· · ·

∫
e−H/kBT dx1dy1dz1 · · ·dxNdyNdzNdpx1dpy1dpz1 · · ·dpxNdpyNdpzN (4.52)
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運動量についての積分を先に済ませば分配関数は

Z =
1

N !

(
2πmkBT

h2

)3N/2 ∫
· · ·

∫
exp


−

∑

i<j

φi,j

/
kBT


dx1dy1dz1 · · ·dxNdyNdzN

=
1

N !

(
2πmkBT

h2

)3N/2

QN

(4.53)

となります。ここで

exp(−φij/kBT ) = 1 + fij (4.54)

とおくと，fijはポテンシャルφが 0でないような距離 rijでだけで値を持ちます（理想気体では fij = 0）。

ポテンシャルが図 15に示すような分子間距離の増加に伴い急速に 0に近づくようなものである27とき

には，fij は図 15の右のような形を示し，分子サイズ程度の領域だけに値をもちます（短距離相互作

用）。(4.54)をQN に入れ，fij は小さいとして最低次の項だけを残すと

QN =
∫
· · ·

∫ ∏

i<j

(1 + fij)dx1dy1dz1 · · ·dxNdyNdzN

=
∫
· · ·

∫ (
1 +

∑
fij +

∑
fijfkl + · · ·

)
dx1dy1dz1 · · ·dxNdyNdzN

.=
∫
· · ·

∫ (
1 +

∑
fij

)
dx1dy1dz1 · · ·dxNdyNdzN

= V N +
∫
· · ·

∫ ∑
fijdx1dy1dz1 · · ·dxNdyNdzN

(4.55)

となります。i, j の組み合わせはN 個の中から 1組の分子対を組み合わせる数 NC2 = N(N − 1)/2だ

けあり，それを考慮すると

QN = V N +
N(N − 1)

2
V N−2

∫ ∫
f12dx1dy1dz1dx2dy2dz2 (4.56)

となります。ここで分子 1,2の座標 x1, x2と重心座標，相対座標 x0, xの座標変換を考えると

重心座標：x0 =
1
2
(x1 + x2), y0 =

1
2
(y1 + y2), z0 =

1
2
(z1 + z2)

相対座標：x = x2− x1, y = y2− y1, z = z2− z1

座標変換の Jacobianは 1となるので次式が成立します。

dx0dx = |J |dx1dx2 = dx1dx2, etc., · · · (... |J | = 1) (4.57)
∫

dx0dy0dz0 = V であるので，相対座標で表せば

QN = V N

[
1 +

N(N − 1)
2V

∫
f12dxdydz

]

' V N

[
1 +

N2

2V

∫ (
e−φ(r)/kBT − 1

)
dxdydz

]

= V N

[
1− N2

V

∫ ∞

0
2πr2

(
1− e−φ(r)/kBT

)
dr

]

= V N

[
1− N2

V
B(T )

]

B(T ) = 2π

∫ ∞

0
r2

(
1− e−φ(r)/kBT

)
dr

(4.58)

27Lennard-Jones ポテンシャルが代表的。
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となります。したがって，系の分配関数は

Z =
V N

N !

(
2πmkBT

h2

)3N/2

×
[
1− N2

V
B(T )

]
= Z (id)×

[
1− N2

V
B(T )

]
(4.59)

と表されます。Z(id)は理想気体の分配関数。Helmholtzの自由エネルギーは

F = −kBT lnZ = F (id)− kBT ln
[
1− N2

V
B(T )

]
(4.60)

と得られます。

・Van der Waalsの状態方程式

ポテンシャル・エネルギー φは図 15に示すように，r0 を原子半径として距離 2r0 より小さな rで

kBT に比べて非常に大きな値をとり，またその立ち上がりは鋭く，一方，2r0より大きな rでは kBT

に比べて小さいと仮定します。そうすると (4.58)のB(T )の被積分関数は

1− e−φ(r)/kBT '
{

1 : r ≤ r0

φ(r)/kBT : r > r0

(4.61)

と近似できます。そこでB(T )の積分範囲をこの 2つの領域に分けて実行すると

B(T ) = 2π

∫ ∞

0
r2

(
1− e−φ(r)/kBT

)
dr = 2π

∫ 2r0

0
r2dr + 2π

∫ ∞

2r0

r2φ(r)/kBTdr

=
16
3

πr0
3 +

2π

kBT

∫ ∞

2r0

r2φ(r)dr

= b− a

kBT

(4.62)

となります。ただし，定数 a, bは

a = −2π

∫ ∞

2r0

r2φ(r)dr > 0 (... φ(r) < 0), b =
16
3

πro
3 (4.63)

aはポテンシャルに関係し，bは分子を球とみなしたときの大体 1個の分子の体積に相当します。この

結果を (4.60)に入れると

F = F (id)− kBT ln
[
1− N2

V

(
b− a

kBT

)]

= F (id)− kBT ln
[
1−N

Nb

V
+ N2 a/V

kBT

] (4.64)

a/V は平均相互作用ポテンシャル28，Nb/V は気体の粒子密度29を表すと考えられます。

　いま気体はある程度希薄で，相互作用は遠距離では kBT に比べて十分小さいとして

Nb

V
¿ 1

N
¿ 1,

a/V

kBT
¿ 1

N2
¿ 1 (4.65)

と仮定すると，ln(1− x) = −x− x2/2 + · · · にしたがって (4.64)の対数部の最低次の項だけをとれば

Helmholtzの自由エネルギーは

F ' F (id) + NkBT
Nb

V
−N2 a

V
= F (id) +

kBTN2

V
B(T ) (4.66)

28体積 V に反比例。希薄になると原子間相互作用の働く機会が減る。
29単位体積中の粒子の数。
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となり，内部エネルギーは

E = −T 2 ∂

∂T

(
F

T

)

V

= E(id)−N2 a

V
=

3
2
NkBT −N2 a

V
,

(
∂E

∂V

)

T

=
aN2

V 2
(4.67)

となります。理想気体の場合，Eは温度 T だけで決まりましたが，不完全気体では平均相互作用ポテ

ンシャル a/V の項が寄与してきます。V →∞，すなわち気体が希薄になるにつれ a/V は 0に近づく

ので理想気体の性質に近くなります。定積比熱は

CV =
(

∂E

∂T

)

V

=
3
2
NkB (4.68)

で，体積には依存しません。エントロピーは S (id)を理想気体のエントロピーとすると

S = −
(

∂F

∂T

)

V

= S (id) + kB
N2b

V
(4.69)

圧力 P は

P = −
(

∂F

∂V

)

T

=
NkBT

V

[
1 +

(
b− a

kBT

)
N

V

]
=

NkBT

V

[
1 + B(T )

N

V

]
(4.70)

この内，[　]内の第 2項は理想気体の状態方程式からのズレで，N/V の 1次の補正項です。この補正

項は fij の高次の項を取り込むと一般にN/V のべき級数で表されます。これをビリアル展開30と呼ん

でいて，B(T )は第 2ビリアル係数と呼ばれます。(4.70)を変形して
(

P +
N2a

V 2

)
=

NkBT

V

(
1 +

Nb

V

)
(4.71)

とし，さらにNb/V ¿ 1なので (
1 +

Nb

V

)
'

(
1− Nb

V

)−1

と近似できるので，これを (4.71)に入れるとVan der Waalsの状態方程式が得られます。
(

P +
N2a

V 2

)
=

NkBT

V

(
1− Nb

V

)−1

=
NkBT

V −Nb

...
(

P +
N2a

V 2

)
(V −Nb) = NkBT

(4.72)

4-4.エネルギーの揺らぎ：小正準集団と正準集団の関係

エネルギーの揺らぎは

〈(∆E)2〉 = 〈E2〉 − 〈E〉2 =
〈
(E − 〈E〉)2〉 (4.73)

の平方根で定義されます31。エネルギーの平均値（期待値）は (4.14)を再掲すると

〈E〉 =
1
Z

∑

i

GiEie
−βEi = − 1

Z

∂Z

∂β
, Z =

∑

i

Gie
−βEi (4.74)

30 P

kBT
=

N

V
+ B(T )

„
N

V

«2

+ C(T )

„
N

V

«3

· · ·。C(T )は第 3ビリアル係数。
31統計学での標準偏差。
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〈E〉を温度 T で偏微分して定積比熱を求めると

CV =
∂

∂T
〈E〉 = − 1

kBT 2

∂

∂β
〈E〉

= − 1
kBT 2

{
∂

∂β

(
1
Z

)
·
∑

i

GiEie
−βEi − 1

Z

∑

i

GiEi
2e−βEi

}

= − 1
kBT 2

{
− 1

Z2

∂Z

∂β

∑

i

GiEie
−βEi − 1

Z

∑

i

GiEi
2e−βEi

}

= − 1
kBT 2

(
1
Z

∑

i

GiEie
−βEi

)2

− 1
kBT 2

(
1
Z

∑

i

GiEi
2e−βEi

)

=
1

kBT 2

(〈E2〉 − 〈E〉2)

(4.75)

となり，(4.73)より

〈(∆E2)〉 = kBT 2CV (4.76)

が得られ，エネルギーの揺らぎは系の定積比熱で表されることがわかります。N 個の粒子からなる理

想気体の場合，

〈E〉 =
3
2
NkBT, CV =

3
2
NkB (4.77)

であるので，N をAvogadro数レベルとすると
√
〈(∆E)2〉
〈E〉 =

kBT
√

3N/2
3NkBT/2

=
1√

3N/2
∼ 1√

N
∼ 10−12　 (4.78)

となり，温度 T 一定のカノニカル分布に従う系でのエネルギーの揺らぎほとんど無視できる程度のも

のであることがわかります。このことから，エネルギー Eが一定のミクロカノニカル分布に従う系を

考える場合、揺らぎを問題にしない限り，小正準集合を用いても，正準集合を用いて計算してもどち

らでも構わない！（小正準集団と正準集団は実際上は同等）ということになります。これまでの計算例

からもわかるように正準集合の分配関数を用いた計算のほうがうんと楽であることが実感できますね。

実際，小正準集団の問題であっても正準集団を用いて解かれることが通例です。
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§5. 大正準集団（グランドカノニカル・アンサンブル）

系 2:熱浴,粒子浴

系 1
E2

N2

E1

N1

T, µ

T, µ

V

E

N

図 16: 熱浴，粒子浴に囲まれ
た系

正準集団ではエネルギーが互いに交換できるような体系の集団を

考えました。ここではエネルギーと粒子が外部から出入りできるよう

な開放系を無数に集めた T,V,µで指定された統計集団が対象となり

ます。正準集団では図 14に示すように系と熱浴をあわせた全体を小

正準集団として取り扱いました。大正準集団では熱浴，粒子浴を含ま

た全体を小正準集団として扱うわけです。系全体のエネルギーをE，

粒子数をN とすれば

E = E1 + E2 =一定, N = N1 + N2 =一定 (5.1)

ここで系 2は系 1より十分に大きく
E1 ¿ E2,E, N1 ¿ N2,N 　 (5.2)

とします。粒子は系 1と系 2の間で移動可能ですが，温度 T で熱平衡状態にある場合，各系の粒子数

はそれぞれ一定の値を中心に揺らいではいるものの，その中心となる値は変わらないとします。系全体

の微視的状態数をW (E,N)とすると正準集団での議論を踏襲して (4.2)に相当する

W (N,E) =
∑

i,s

Gi×W2(E −Ei,N −Ns) (5.3)

を得ます。Giは系 1の粒子数Nsを指定し，エネルギーE1 = Eiをもつ i番目のセルに含まれる微視的

状態の数です。系 1の微視的状態 iが実現される確率を p(Ei,Ns)とすると32

p(Ei,Ns) =
GiW2(E −Ei,N −Ns)

W (E,N)
(5.4)

系 2のエントロピーを S2として Boltzmannの関係式を用いると

S2(E −Ei,N −Ns) = kB lnW2(E −Ei,N −Ns)

... W2(E −Ei,N −Ns) = exp{S2(E −Ei,N −Ns)/kB}
(5.5)

ここでエントロピーをEi, Nsについて展開すると

S2(E −Ei,N −Ns) ' S2(E,N)−Ei
∂S2

∂E
−Ns

∂S2

∂N

= S2(E,N)− Ei

T
+

µNs

T

(5.6)

を得ます。右辺第 3項については，µは粒子 1個あたりのGibbsの自由エネルギーなのでN 個の粒子

ではG = µN。したがって，Gの微小変化は

dG = Ndµ + µdN

ここでNdµはN が一定のときのGの変化で，P, T 一定のもとでは

Ndµ = dE + PdV − TdS

となるので，結局Gの微小変化は

dG = dE + PdV − TdS + µdN (5.7)

32大正準集団から任意に選ばれた 1つの体系が粒子数 Ns を持ち，かつその体系の状態が Ns 個の粒子系に対する i番目の
微視的状態である確率。
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と表せます。熱平衡状態では dG = 0なので

dE = TdS −PdV + µdN

...
(

∂S

∂N

)

E,V

= −µN

T

5-1.大正準集団の分配関数

(5.6)を (5.4)に入れて系 1に関する部分だけを取りだすと

pi(Ei,N) =
1
Ξ

Gi exp
(
−Ei−µN

kBT

)
(5.8)

となります。ここでN の添字 sを省略しN としました。Ξ は規格化条件
∑

N

∑
i pi(Ei,N) = 1より

Ξ (µ,V,T ) =
∞∑

N=0

∑

i

Gie
−(Ei−µN)/kBT (5.9)

これを大分配関数とか大きな状態和と呼んでいます。この式の和のうち，iについての和をとると (4.9)

の Z がでてくるので

Ξ (µ,V,T ) =
∞∑

N=0

Z(N,V,T )eµN/kBT =
∞∑

N=0

[
exp

(
µ

kBT

)]N

Z(N,V,T ) (5.10)

となり，大分配関数は正準集団の分配関数に eβµの重みを付けて足し上げたものであるといえます。

　粒子数がN でエネルギーがEとE + dEとの間にある微視的状態数を Ω(N,E)dEとすると

Ξ =
∞∑

N=0

∫ ∞

0
Ω(N,E)e−(E−µN)/kBT dE (5.11)

・理想気体の大分配関数

大分配関数は (5.10)と (4.24)より

Ξ (µ,T,V ) =
∞∑

N=0

Z(N,V,T )eµN/kBT =
∞∑

N=0

V N

N !

(
mkBT

2π~2

)3N/2

eµN/kBT

=
∞∑

N=0

1
N !

[
V

(
mkBT

2π~2

)3/2
]N

= exp

[
V

(
mkBT

2π~2

)3/2

eµ/kBT

] (
... ex =

∞∑

n=0

xn

n!

)

これから

lnΞ (µ,V,T ) = V

(
mkBT

2π~2

)3/2

eµ/kBT (5.12)

を得ます。化学ポテンシャルは (4.27)より

µ(N,V,T ) = −kBT ln

[
V

N

(
mkBT

2π~2

)3/2
]

= −kBT ln

[(
mkBT

2π~2

)3/2 kBT

P

]

... eµ/kBT =

[(
mkBT

2π~2

)3/2 kBT

P

]−1

(P：理想気体の圧力）

(5.13)
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これを (5.12)に入れると

lnΞ =
PV

kBT
(5.14)

を得ます。なお，証明は略しますが，この関係式は理想気体だけに限らず一般に成立します。

5-2.粒子数の揺らぎ

平均の粒子数を 〈N〉とすると

〈N〉 =
∑

i,N

Npi(Ei,N) =
1

Ξ (µ,V,T )

∑

N

∑

i

NGi exp
(
−Ei−µN

kBT

)

=
1

Ξ (µ,V,T )

∑

N

NZ(N,V,T )eµN/kBT

(5.15)

と表されます。一方，大分配関数 Ξ(µ,T,V )の自然対数をとり，µで微分すると

∂

∂µ
lnΞ (µ,V,T ) =

∂

∂µ
ln

[ ∞∑

N=0

Z(N,V,T )eµN/kBT

]

=

∞∑

N=0

N

kBT
Z(N,V,T )eµN/kBT

∞∑

N=0

Z(N,V,T )eµN/kBT

=
1

Ξ (µ,V,T )
1

kBT

∞∑

N=0

NZ(N,V,T )eµN/kBT

(5.16)

この両式から平均粒子数を表す式として

〈N〉 = kBT

(
∂

∂µ
lnΞ (µ,V,T )

)

V,T

(5.17)

を得ます。さて，大分配関数を µで微分したものは

∂Ξ
∂µ

=
∂

∂µ

∞∑

N=0

Z(N,V,T )eµN/kBT =
1

kBT

∞∑

N=0

NZ(N,V,T )eµN/kBT (5.18)

となることを頭において，(5.17)を µで微分し kBT を掛けると

kBT
∂〈N〉
∂µ

= (kBT )2
∂2

∂µ2
lnΞ (µ,V,T ) = (kBT )2

∂

∂µ

(
∂ lnΞ
∂µ

)

= (kBT )2
{

1
kBT

(
−∂Ξ /∂µ

Ξ 2

) ∞∑

N=0

NZeµN/kBT +
1
Ξ

1
(kBT )2

∞∑

N=0

N2ZeµN/kBT

}

=
1
Ξ

∞∑

N=0

N2ZeµN/kBT − 1
Ξ 2

( ∞∑

N=0

NZeµN/kBT

)2

= 〈N2〉 − (〈N〉)2 ≡ 〈(∆N)2〉 ...
∂〈N〉
∂µ

=
1

kBT
〈(∆N)2〉

(5.19)

となります。系の体積を V，平均の粒子数密度を ρとすると 〈N〉 = ρV となるので (5.19)より

〈(∆N)2〉 = kBT
∂〈N〉
∂µ

= 〈N〉kBT
1
ρ

(
∂ρ

∂µ

)

T

= 〈N〉kBT
1
ρ

(
∂ρ

∂P

)(
∂P

∂µ

)

T

(5.20)

v = V/N, s = S/N とすると熱力学のGibbs-Duhemの式より

dµ = vdP − sdT, ...
(

∂P

∂µ

)

T

=
1
v

=
N

〈N〉ρ ≡ ρ (5.21)
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となるので (5.20)は

〈(∆N)2〉 = 〈N〉kBT ρκT , κT ≡ 1
ρ

(
∂ρ

∂P

)

T

：等温圧縮率 (5.22)

となり，等温圧縮率 κT，圧力P はそれぞれ κT ∼ 1/P，P ∼ ρkBT のオーダーなので κT ∼ 1/ρkBT と

見積もれます。その結果，粒子数の揺らぎの幅は
√
〈N〉のオーダーであることがわかります33。

〈(∆N)2〉 ' 〈N〉, ...

√
〈(∆N)2〉
〈N〉 ∼ 1√

〈N〉 (5.23)

〈N〉を 1023程度とすると (5.23)は 10−12の程度となり，正準集団のエネルギーの揺らぎと同様，粒子

数の平均値からの揺らぎは極めて小さく事実上粒子数は一定と見做すことができます。

33ただし，臨界点近傍では圧縮率は発散するので揺らぎは大きくなります。
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