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1 運動の自由度

1.1 質点系の自由度

1個の質点がなんの束縛も受けずに自由に運動している場合，その運動は 3つの独立変数で表
すことができます。この変数は通常 3次元直交座標 (x, y, z)か球面座標 (r, θ, φ)が採用されます
が，独立変数の数を自由度といいます。2個の質点が独立に運動する場合には，したがって，運
動の自由度は 3× 2 = 6となり，一般に n個の質点系の自由度は 3nで，系の運動を記述するの
に 3n個の独立変数が必要になります。
ところで，例えば 2つの質点が棒で結びついている（2粒子間の距離 rが一定）という束縛

条件

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2 = r2 (1.1)

があると，6番目の変数は条件（1.1）により残りの変数の関数になるので自由度は 1つ減って 6
→ 5になり，5個の独立変数で運動が記述できることになります。5個の変数は，質点系の重心
座標として 3個，質点を結ぶ軸の方向を決める角変数として 2個の合計 5個の変数が通常用いら
れます。6個の直交座標（x1, x2, y1, y2, z1, z2）は，5個のこれらの変数で表されることになりま
す。一般に n個の質点系で束縛条件が r個ある場合，その系の自由度 f は

f = 3n− r (1.2)

となります。

1.2 剛体の自由度

次ぎに n個の質点からなる剛体の運動の自由度を考えましょう。まず 2質点系の場合は 2質
点間の距離を固定するから自由度は f = 3× 2− 1 = 5。この系に 3番目の質点を加えると，こ
の質点に束縛条件がなければ系の自由度は f = 5 + 3 = 8となりますが，質点 1と質点 2からの
距離が一定という 2個の束縛条件が加わるので，その結果系の自由度は f = 8− 2 = 6となりま
す。さらに第 4の質点を加えると自由度は 3増えますが，3つの質点からの距離一定という 3個
の束縛条件があるため，結局自由度は f = 6 + 3− 3 = 6となり，増えた自由度の数と質点の束
縛条件の数が同じで，系の自由度は増えないことになります。結局，剛体の場合，無限個に匹敵
する質点が集まっているけれども，

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
剛体の運動は 6個の独立変数で記述できるということになり

ます。というのは，剛体は並進運動と回転運動のみが可能1なので，重心Gの並進運動の自由度
が 3個 (xG, yG, zG)，回転軸の方向を決める自由度が 2個 (θ, φ)，回転軸回りの回転角の自由度
が 1個 (ω)の合計 6個となるわけです。

f = 2× 3− 1 = 5

f = 5 + 3− 2 = 6

f = 6 + 3− 3 = 6

f = 6 + 3− 3 = 6

《剛体の自由度は６》

z

y

x

G(xG, yG, zG)

θ

φ

ω

1 剛体は変形しないので並進と回転運動のみが可能。
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《メモ》解析力学へ進むと「一般化座標」というのがでてきます。力学系を記述するのに必要な変数の数

を自由度といいましたが，
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
力学系を記述できる変数であればなんでもよいということで，これら自由度の

数だけの独立変数を一般化座標と呼んでいます。一般化座標は x, y, zや r, θ, φなどの幾何学的内容をもつ

場合もあれば,そうでない場合もあります。詳しくは NOTE「解析力学」を参照ください。

2 質点系の運動方程式

多数の質点があり，質点間の相互作用，いわゆる内力と外部から力を受けている系の運動を考
えます。i番目の質点の運動方程式は

mi
d2ri

dt2
= F i +

∑

j 6=i

F ij (2.1)

で表されます。ここで F iは外力で F ij は内力（相互作用力）とします。i番目の質点が j 番目
の質点に及ぼす力を F ij，逆に j番目の質点が i番目の質点に及ぼす力を F jiとすると，ニュー
トンの運動第 3法則（作用・反作用の法則）より

F ij = −F ji (2.2)

が成り立ちます。このことを踏まえて，各質点の運動方程式（2.1）を足し合わせると，内力の
項が消しあって

m1
d2r1

d2t
= F 1 + F 12 + F 13 + · · ·

m1
d2r2

d2t
= F 2 + F 21 + F 23 + · · ·

m1
d2r3

d2t
= F 3 + F 31 + F 32 + · · ·

...





=⇒
∑

i

mi
d2ri

d2t
=

∑

i

F i (2.3)

となります。

2.1 重心座標系からみた質点系の運動方程式

質点系の重心座標2を Rとすると

R =
∑

i miri∑
i mi

=
∑

i miri

M
(M =

∑

i

mi) (2.4)

なので，Rを tで 2階微分し，整理すると

d2R

dt2
=

1
M

∑

i

mi
d2ri

dt2
=

1
M

∑

i

F i

... M
d2R

dt2
=

∑

i

F i (2.5)

となり，重心の並進運動方程式が得られます。したがって質点系の運動に関しては次のことが言
えます。

• 質点系の運動は，外力が重心に作用していると考えたときの運動に等しい。
• 質点系の運動は外力のみによって決まり，内力には無関係である。

2 質量中心ともいいます。
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2.2 重心の運動量

i番目の質点の運動量を
pi = miṙi (2.6)

で定義します。系の全運動量を P とすると

P =
∑

i

pi (2.7)

Rを tで微分すると

Ṙ =
1
M

∑

i

miṙi =
1
M

P , ... MṘ = P (2.8)

が得られます。つまり，

• 質点系の全運動量は重心の運動量に等しい
ということになります。

2.3 運動量保存則

重心の並進運動の方程式（2.5）より，質点系に外力が作用していなければ

M
d2R

dt2
= M Ṗ = 0 (2.9)

となって，
::::::::::::::::::::::::::::::::
質点系の全運動量は保存されることが分かります。これは，外力の作用がない場合，

重心は等速直線運動するということを意味します。

2.4 角運動量と角運動量保存則

固定点Oの回りの i番目の質点の角運動量を liとすると，位置ベクトルを riとしたとき

li = ri × pi (2.10)

で定義され，質点系の全角運動量Lは次式で定義されます。

L =
∑

i

li =
∑

i

ri × pi (2.11)

重心の位置ベクトルをR，重心から見た i番目の位置ベクトルを r′iとすると

ri = R + r′i (2.12)

両辺にmiを掛けて iについての総和をとると
∑

i

miri = R
∑

i

mi +
∑

i

mir
′
i =

∑

i

miri +
∑

i

mir
′
i

...
∑

i

mir
′
i = 0 −→

∑

i

miṙ′i = 0 (2.13)

（2.11）を展開すると

L =
∑

i

miri × ṙ1 =
∑

i

mi(R + r′i)× (Ṙ + ṙ′i)

= (
∑

i

mi)R× Ṙ +
∑

i

mi(R× ṙ′i + r′i × Ṙ) +
∑

i

mi(r′i × ṙ′i)
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この第 2項は（2.13）により消えるので

L = M(R× Ṙ) +
∑

i

mi(r′i × ṙ′i)

= LG + L′ (2.14)

を得ます。これから，
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
原点周りの全角運動量Lは，原点周りの重心の角運動量LGと重心の周

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
りの質点系の角運動量L′とに分解できることが分かります。。

G

R

ri

r′i

y

x
O

ri = R + r′i

ṙi = Ṙ + ṙ′i

LG = MR× Ṙ 重心の角運動量

L′ =
∑

i mi(r′i × ṙ′i) 重心の周りの角運動量

全角運動量Lの時間微分をとると

dL

dt
=

d

dt

∑

i

(ri × pi) =
∑

i

{
ṙi × pi + ri × dpi

dt

}
=

∑

i

{
ri × dpi

dt

}

=
∑

i

(ri × F i) = N (... ṙi × pi = ṙi ×miṙi = 0, dpi/dt = F i) (2.15)

ここで F iは i番目の質点に働く外力で，N は質点系の力のモーメント。外力の作用がなければ

dL

dt
= 0

となって，
:::::::::::::::::::
全角運動量は保存されます。次ぎに重心周りの角運動量LGの時間微分をとると，式

（2.5)を使って

dLG

dt
=

d

dt
(R× P ) =

dR

dt
× P + R× dP

dt
= R× dP

dt
= R×

∑

i

F i = NG (但し，P = MṘ)

重心周りの角運動量L′の時間微分は，（2.14）（2.15）(2.16)より

dL′

dt
=

dL

dt
− dLG

dt
= N −NG

=
∑

i

[(ri −R)× F i] =
∑

i

(r′i × F i) = N ′ (2.16)

これから，
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
重心周りの全角運動量L′の時間変化は，重心周りの力のモーメントN ′だけで決まる

ことが分かります。

2.5 運動エネルギー

全運動エネルギーを T とすると，（2.13）を使って

T =
1
2

∑

i

miṙ
2
i =

1
2

∑

i

miṘ
2
+

1
2

∑

i

miṙ
′2
i + (

∑

i

miṙi)Ṙ

=
1
2
MṘ

2
+

1
2

∑

i

miṙ
′2
i (2.17)
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これから質点系の全運動エネルギーは，
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
重心の運動エネルギーと重心系での各質点の運動エネル

:::::::::::::::::::::
ギーの和で表されることが分かります。

2.6 エネルギー保存則

質点系の内力が保存力である場合を考えます。運動方程式（2.1）の両辺に ṙiを掛けて整理す
ると

miṙir̈i =
1
2

d

dt
(mi

˙r2
i ) = ṙi



F i +

∑

j 6=i

F ij





が得られます。全ての質点について足し合わせると

1
2

∑

i

d

dt
(miṙ

2
i ) =

∑

i



ṙi


F i +

∑

j 6=i

F ij








=
∑

i

F i · ṙi +
∑

i


∑

j 6=i

F ij · ṙi




=
∑

i

F i · ṙi +
∑

i

F ′
i · ṙi (2.18)

で，F ′
iは i番目の質点に作用する内力の総和です。上式を tで積分すると

∫ t

t0

1
2

∑

i

d

dt
(miṙ

2
i )dt =

∫ t

t0

{∑

i

F i · ṙi +
∑

i

F ′
i · ṙi

}
dt

...

[
1
2

∑

i

d

dt
(miṙ

2
i )

]t

t0

=
∫ t

t0

{∑

i

F i · ṙi +
∑

i

F ′
i · ṙi

}
dt (2.19)

この式の左辺は質点系の時刻 tと t0における全運動エネルギーの差を，一方，右辺は外力F iと
内力F ′

iが時刻 t0から tの間になした仕事の和なので，運動エネルギーを T，仕事をW で表すと

T − T0 = W + W ′ (2.20)

と書けます。いま，内力が保存力であるとするとポテンシャルU ′が存在し3，i番目の質点に働
く内力 F iは

F i =
(
−∂U ′

∂xi

, −∂U ′

∂yi

,−∂U ′

∂zi

)
(2.21)

で表されるので，内力の仕事W ′は

W ′ =
∫ t

t0

∑

i

F ′
i · ṙidt =

∫ t

t0

∑

i

(
−∂U ′

∂xi

, −∂U ′

∂yi

,−∂U ′

∂zi

)
· ṙidt = [−U ′]tt0

=−(U ′ − U ′
0) (2.22)

となります。これを（2.20）に入れると

T − T0 = W − (U ′ − U ′
0) −→ (T + U ′)− (T0 + U ′

0) = W

T + U = Eとおくと，これは系の全エネルギーですが，上の式は

E − E0 = W (2.23)

となり，これから次のことが言えます。
3 U は内部エネルギーと呼ばれます。
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• 質点系のある時間内の全エネルギーの増加は，その時間内に働く外力の仕事に等しい。

さて，系に外力が作用しない場合はW = 0となるので，（2.23）より

E = E0 (2.24)

となって，
::::::::::::::::::::::::::::::::
系の全エネルギーは保存されることが分かります。

2.7 質点系力学のまとめ

・自由度 f = 3n− r (n個の質点系，r個の束縛条件）

・運動方程式 MR̈ =
∑

i

F i (M =
∑

i mi, R：重心座標）

・運動量と保存則 P = MṘ,
dP

dt
= 0 · · · if

∑
F i = 0 （P =

∑
i pi）

・角運動量と保存則 L = LG + L′,
dL

dt
= 0 · · · if

∑
F i = 0 （L =

∑
i li）

・運動エネルギー T =
1
2
MṘ

2
+

1
2

∑

i

miṙ
′2
i （ri = R + r′i）

・エネルギー保存則 T + U =一定 · · · if
∑

F i = 0

2.8 やさしい応用

2.8.1 ２体問題

2個の質点A，Bが相互作用しながら運動している系の運動を調べます。相互作用力F の大き
さは 2質点間の距離 rの関数 F (r)とします。１番目の質点Aが２番目の質点Bから受ける力を
F 21，２番目の質点が１番目の質点から受ける力を F 12とすると，作用・反作用の法則より





F 21 = F (r)
(r1 − r2)
| r1 − r2 | = F (r)

r

r
≡ F (r), (r = r1 − r2)

F 12 = F (r)
(r2 − r1)
| r1 − r2 | = −F 21

(2.25)

各質点の運動方程式は




A：m1r̈1 = F 21

B：m2r̈2 = F 12 = −F 21

−→
2∑

i=1

mir̈i = MR̈ = 0 (2.26)

となって，全運動量（MṘ）は保存され，重心は等速度運動します。(2.26)より

r̈1 − r̈2 = r̈ =
1

m1
F 21 − 1

m2
F 12 =

(
1

m1
+

1
m2

)
F (r)

=
1
µ

F (r), µ =
m1m2

m1 + m2

となり，これから
µ r̈ = F (r) (2.27)

が得られ，µを換算質量といいます。運動方程式（2.27）は，2番目の質点 Bの運動を考慮した
ときの質点 Bに対する質点 Aの相対運動は，µなる質量を持つ質点が固定点から同じ形の中心
力 F (r)に結ばれているときの運動方程式と全く同じであることが分かります。
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r1
r2 r = r1 − r2

µr̈ = F (r), µ =
m1m2

m1 + m2

A
B

O

r1 − r2

m1

m2

この系の角運動量をL，運動エネルギーを T とすると

L = r1 ×m1ṙ1 + r2 ×m2ṙ2 (2.28)

T =
1
2
m1ṙ1

2 +
1
2
m1ṙ2

2 (2.29)

また，
r = r1 − r2

R =
m1r1 + m2r2

m1 + m2





(2.30)

より r1， r2を求めると

r1 = R +
m2

m1 + m2
r −→ m1ṙ1 = µṙ + m1Ṙ

r2 = R− m1

m1 + m2
r −→ m2ṙ2 = −µṙ + m2Ṙ





(2.31)

質点A，Bの角運動量はそれぞれ
{

L1 = r1 ×m1ṙ1 = r1 × (µṙ + m1Ṙ) = r1 × µṙ + m1r1 × Ṙ

L2 = r2 ×m2ṙ2 = r2 × (−µṙ + m2R) = −r2 × µṙ + m2r2 × Ṙ
(2.32)

したがって，全角運動量Lと運動エネルギー T は

L = L1 + L2 = r × µṙ + R×MṘ = L′ + LG (2.33)

T =
1
2
µṙ2 +

1
2
MṘ

2
(2.34)

2.8.2 ２粒子の衝突

質量m1，m2の 2つの弾性球A，Bがそれぞれ速度 v1,v2で衝突した場合，衝突後の速度はど
のようになるか調べます。衝突の際に働く力は内力なので運動量保存の法則が成り立ちます。衝
突後の弾性球A，Bの速度をそれぞれ u1，u2とすると

m1v1 + m2v2 = m1u1 + m2u2 (2.35)

さらに，非完全弾性衝突では，衝突の際に運動エネルギーの一部（これを wとする）は他のエ
ネルギーに転換される4ので，それを考慮したエネルギー保存の式は

E =
1
2
m1v

2
1 +

1
2
m2v

2
2 =

1
2
m1u

2
1 +

1
2
m2u

2
2 + w (2.36)

4 塑性変形や熱，音の発生など運動エネルギーの一部がそれらのエネルギーに転化します。
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となります。これを書き換えて

1
2
m1(v2

1 − u2
1) =

1
2
m2(u2

2 − v2
2) + w (2.37)

としておきます。

A
Bv1

v2

u1
u2

x

y 運動量保存則
m1v1 + m2v2 = m1u1 + m2u2

1
2m1v

2
1 + 1

2m2v
2
2 = 1

2m1u
2
1 + 1

2m2u
2
2 + w

エネルギー保存則

vrel = v1 − v2

Aに対するBの相対速度

A.正面衝突 　
A，Bが同一直線上で正面衝突する場合，運動量保存則より

m1v1 + m2v2 = m1u1 + m2u2 −→ m1(v1 − u1) = m2(u2 − v2) = p (2.38)

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
pは弾性球Aから Bに渡された運動量を表し，p > 0と仮定しておきます。これを使って
（2.37）を書き換えると





左辺：
1
2
m1(v1 − u1)(v1 + u1) =

1
2
p(v1 + u1)

右辺：
1
2
m1(u2 − v2)(u2 + v2) =

1
2
p(u2 + v2) + w

(2.39)

これを使って（2.37）を整理すると

u2 − u1

v1 − v2
= 1− 2w

p(v1 − v2)
≡ e (2.40)

を得ます。（2.40）は反発の法則と呼ばれ，eを反発係数5とか跳ね返り係数といいます。e

のとりうる範囲は 0 <= e <= 1で，e = 1の場合を完全弾性衝突といい，w = 0である
ので

:::::::::::::::::::::::::
力学的エネルギーは保存されます。e = 0を完全非弾性衝突といい，u2 = u1 となっ

て
::::::::::::::::::::::::::::::::::::
A，Bは衝突後融合して一緒に動くことになります。

■逸失エネルギー
非完全弾性衝突では運動エネルギーの一部が失われ，力学的エネルギー以外のエネル

ギーに転化されますが，この逸失エネルギーwの大きさを見積もってみます。運動量保存
の法則（2.38）と（2.40）より衝突後の速度 u1, u2を求めると

m1v1 + m2v2 = m1u1 + m2u2

u2 − u1 = v1 − v2

... u1 =
(1 + e)m2v2 + (m1 − em2)v1

m1 + m2

u2 =
(1 + e)m1v1 + (m2 − em1)v2

m1 + m2





(2.41)

5 反発係数 =
離れる速さ
近寄る速さ
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（2.38）に上の結果を入れて

p = m1(v1 − u1) =
m1m2

m1 + m2
(1 + e)(v1 − v2)

したがって，失われるエネルギー wは

w =
1
2
p(1− e)(v1 − v2) =

1
2

m1m2

m1 + m2
(1− e2)(v1 − v2)2 =

1
2
µ(1− e2)(v1 − v2)2 (2.42)

となります。e = 0の完全非弾性衝突では w = (1/2)µv2
relで逸失エネルギーの最大値が失

われます。

B.斜方衝突 　
質量m1，m2の 2つの滑らかな球A，Bが速度 v1，v2で図に示すように中心線に対して角
θ1，θ2の方向から衝突したときの衝突後の速度を求めます。衝突の際，2球に働く力は内力
のみと考えてよいので，滑らかな球の接平面内には力が働かず，それに垂直な球の中心線
方向（y軸方向）のみに働きます。それぞれの方向を x，y軸方向とすると，

:::::::::::::
衝突前後で x

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
軸方向には力が働かないので 2球は等速運動を続け，一方，y軸方向には一直線上の正面

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
衝突と同じ現象が起こり，運動量保存の法則と反発の法則が成り立ちます。

x

y
v1

v2

θ1

θ′1

θ2

θ′2

v′1

v′2

v1
v′1

v′2v2

x

yA

B

A

B

x方向：v1 sin θ1 = v′1 sin θ′1 (2.43)

v2 sin θ2 = v′2 sin θ′2 (2.44)

y方向：m1v1 cos θ1 + m2v2 cos θ2 = m1v
′
1 cos θ′1 + m2v

′
2 cos θ′2 (2.45)

e(v1 cos θ1 − v2 cos θ2) = v′2 cos θ′2 − v′1 cos θ′1 (2.46)

（2.45）（2.46）より v′1 cos θ′1, v′2 cos θ′2を求めると

v′1 cos θ′1 =
(m1 − em2)v1 cos θ1 + m2(1 + e)v2 cos θ2

m1 + m2
(2.47)

v′2 cos θ′2 =
m1(1 + e)v1 cos θ1 + (m2 − em1)v2 cos θ2

m1 + m2
(2.48)

（2.43）と（2.47），（2.44）と（2.48）より辺々2乗して足し算することにより

v′1 =

√
v2
1 sin2 θ1 +

{
(m1 − em2)v1 cos θ1 + m2(1 + e)v2 cos θ2

m1 + m2

}2

v′2 =

√
v2
2 sin2 θ2 +

{
m1(1 + e)v1 cos θ1 + (m2 − em1)v2 cos θ2

m1 + m2

}2
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また，比を取って

tan θ′1 =
(m1 + m2)v1 sin θ1

(m1 − em2)v1 cos θ1 + m2(1 + e)v2 cos θ2

tan θ′2 =
(m1 + m2)v2 sin θ2

m1(1 + e)v1 cos θ1 + (m2 − em1)v2 cos θ2

を得ます。

2.8.3 重心座標系から見た２粒子の完全弾性衝突

e = 1の完全弾性衝突の場合，重心座標系6で記述すると見通しがよくなります。重心座標を
Rとすると

R =
m1r1 + m2r2

m1 + m2
(2.49)

衝突前の重心の速度を vGとすると

vG = Ṙ =
m1v1 + m2v2

m1 + m2
(2.50)

衝突後の重心の速度 v′Gは

v′G =
m1v

′
1 + m2v

′
2

m1 + m2
(2.51)

となります。重心座標系から見た衝突前の弾性球A，Bの速度を v1G，v2G，運動量をそれぞれ
P 1G，P 2G，衝突後のそれを v′1G，v′2G，運動量をそれぞれ P ′

1G，P ′
2G，とすると

衝突前





A： v1G = v1 − vG =
m2

m1 + m2
(v1 − v2) =

µ

m1
(v1 − v2)

P 1G = m1v1G =
m1m2

m1 + m2
(v1 − v2) = µ(v1 − v2)

B： v2G = v2 − vG = − m1

m1 + m2
(v1 − v2) = − µ

m2
(v1 − v2)

P 2G = m2v2G = − m1m2

m1 + m2
(v1 − v2) = −µ(v1 − v2)

(2.52)

衝突後





A： v′1G = v′1 − v′G =
m2

m1 + m2
(v′1 − v′2) =

µ

m1
(v′1 − v′2)

P ′
1G = m1v

′
1G =

m1m2

m1 + m2
(v′1 − v′2) = µ(v′1 − v′2)

B： v′2G = v′2 − v′G = − m1

m1 + m2
(v′1 − v′2) = − µ

m2
(v′1 − v′2)

P ′
2G = m2v

′
2G = − m1m2

m1 + m2
(v′1 − v′2) = −µ(v′1 − v′2)

(2.53)

これから，重心座標で見た衝突前後での弾性球A，Bの運動量は

前： P 1G = −P 2G

後： P ′
1G = −P ′

2G

(2.54)

となり，2つの球A，Bは一つの直線上を向かい合って近付き，衝突後は別の線上をお互いに離
れていくことになります。

6 重心を原点とする座標系
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G

0

θ1

θ2

θ′1

θ′2

《実験室座標系》

《重心座標系》

完全弾性衝突では力学的エネルギーは保存されるので

1
2
m1v

2
1 +

1
2
m2v

2
2 =

1
2
m1v

′2
1 +

1
2
m2v

′2
2

... m1(v1 − v′1)(v1 + v′1) = m2(v′2 − v2)(v′2 + v2) (2.55)

また，運動量保存則より
m1(v1 − v′1) = m2(v′2 − v2) (2.56)

（2.55）と（2.56）より
v1 − v2 = v′2 − v′1 (2.57)

を得ます。（2.54）と（2.57）より

| P 1G |=| P 2G |=| P 1G
′ |=| P 2G

′ | (2.58)

が成り立つことが分かります。

P 1G

P 2G

P ′
2G

P ′
1G

《運動量ベクトルの関係図》

P 1G = −P 2G

P ′
1G = −P ′

2G

| P 1G |=| P 2G |=| P 1G
′ |=| P 2G

′ |

実験室系から見た系の運動エネルギーを T，重心の運動エネルギーを TGとし，重心座標系
から見た系の運動エネルギーを T ′とすると

T =
1
2
m1v

2
1 +

1
2
m2v

2
2 (2.59)

TG =
1
2
(m1 + m2)v2

G (2.60)

T ′ =
1
2
m1v

2
1G +

1
2
m2v

2
2G (2.61)
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（2.61）に（2.52）を入れて

T ′ =
1
2
m1(v1 − vG)2 +

1
2
m2(v2 − vG)2

=
1
2
m1v

2
1 +

1
2
m2v

2
2 +

1
2
m1v

2
G +

1
2
m2v

2
G − (m1v1 + m2v2)vG

=
1
2
m1v

2
1 +

1
2
m2v

2
2 −

1
2
(m1 + m2)v2

G = T − TG

... T = T ′ + TG (2.62)

これから
実験室座標系での運動エネルギー =

重心座標系での運動エネルギー＋重心の運動エネルギー

で表されることが分かります。
2.8.4 粒子の散乱

x軸上の定点Oを中心とする半径Rの球が球外の粒子に斥力を及ぼし，そのポテンシャル
はOからの距離を rとして V (r)で与えられるとします。いま，粒子が無限遠方から運動エネル
ギー Eをもって飛んできて球面に衝突するための条件を求めてみます。粒子が球面に衝突する
ためには，下図に示すように十分遠方で x軸を対称軸とするある断面積 σの円柱内を通る必要
があり，この円柱の半径を ρとします7。

R

O
x

v0
ρ

v

角運動量：ρv0

角運動量：Rv

エネルギー： 1
2mv2

0

エネルギー： 1
2mv2 + V (R)

円柱の断面積：σ = πρ2

（ρ：衝突パラメータ）

速度 v0で円柱面上を通過した粒子の軌道がちょうど球面に接するものとし，そのときの速
度を vとすると，エネルギー保存則と角運動量保存則より

エネルギー保存則： E =
1
2
mv02 =

1
2
mv2 + V (R) (2.63)

角運動量保存則： ρv0 = Rv (2.64)

（2.64）より v = (ρ/R)v0，これを（2.63）に入れると

E =
1
2
mv2

0 =
1
2
m

( ρ

R

)2
v2
0 + V (R) −→ 1

2
mv2

0

(
1− ρ2

R2

)
= V (R)

... E

(
1− ρ2

R2

)
= V (R) −→ ρ2 = R2

(
1− V (R)

E

)
= R2

(
v

v0

)2

これから求める断面積 σは

σ = πρ2 = πR2

(
1− V (R)

E

)
= πR2

(
v

v0

)2

(2.65)

となります。
7 ρは衝突パラメータとか衝突係数と呼ばれます。
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2.8.5 Ruthereford散乱

ラザフォード散乱は，
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
クーロン力による荷電粒子の弾性散乱で，クーロン散乱とも言われま

す。1909年にガイガーとマースデンが行った α粒子の原子核による散乱の実験により，今日の
原子モデルが確立されたわけですが，少し歴史的な経緯を見てみることにします8。1910年頃ま
では，J.Jトムソンが 1904年に発表した“原子は正に帯電した大きな球体の内部を電子が自由に
動き回っている”というモデル（プラム・プディング・モデル）が実験的な検証もないまま受け
入れられていました。ラザフォードは，したがって，物質に α粒子（正の電荷を持つヘリウムの
原子核）を照射した場合，大きな正電荷の球体が互いに密集する中に飛び込んでいった α粒子
は，球体に次々とぶつかって少しずつエネルギーを失い，最終的に止まってしまう筈だと考えま
したが，念のため彼の助手をしていたハンス・ガイガーと，当時学生であったアーネスト・マー
スデンにラジュームから飛びだした α粒子を鉛や金，鉄，アルミなどの金属に照射し，跳ね返っ
てくる α粒子がでてくるかどうかを調べる実験を指示しました（1909年）。暗室内に設置された
実験装置は大変シンプルなもので，跳ね返された α粒子が蛍光板に当たってチカッと光る輝きの
回数をカウントするというものでした。実験結果は“どうせ何も起こるまい”というラザフォー
ドの当初の予想に反し，実験を始めると直ちに金属に跳ね返されるα粒子が観測され，さらに詳
細な実験をおこなった結果，厚さ 0.0004ミリの金箔に照射された α粒子はほぼ全て素通りする
か僅かに方向が変化するだけだが，2万個に 1個の割合で進行方向が大きく曲げられるものが存
在することを突き止めました。この結果は，薄い金属箔は α粒子から見ればスカスカですが，と
ころどころにに α粒子を跳ね返す小さくて重い塊の存在を暗示させます。α粒子は電子の 7000
倍以上の質量があるので，球体内を跳びまわっている電子などは蹴散らかして飛んでいくので，
この塊は電子ではなく，α粒子よりずっと重いものでなければなりません。この小さな塊（原子
核）が原子のほぼ全質量を担っており，たまたまこれと衝突した α粒子だけが跳ね返されると考
えると，実験の結果が説明できる。1911年にラザフォードはニュートン力学を使って原子核に
よって α粒子が跳ね返されるプロセスを計算し，α粒子が散乱される角度分布がガイガーの測
定データと極めてよく一致することを示し，ここに今日の原子モデルの基礎が確立されました。

φ
θ：散乱角b

v0

f(r)

r

+Ze

+2e
m

α粒子
fx

fy

mẍ = f(r) cos φ

mÿ = f(r) sin φ

f(r) =
2Ze2

4πε0r2

α
α

最近接点

■軌道の方程式
質量m，電荷+2eの α粒子が左遠方より衝突パラメータ－ bの進路へ速さ v0で入射し，座標原
点に静止している電荷 Zeの原子核からのクーロン斥力 f(r) = 2Ze2/4πε0r

2を受けて運動する
ものとします（ε0は真空の誘電率）。α粒子の運動方程式は

{
mẍ = f(r) cos φ

mÿ = f(r) sin φ
(2.66)

8 吉田伸夫「光の場，電子の海　量子場理論への道」は読みやすい好著と思います。
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これを極座標形式（x = r cos φ, y = r sinφ）に書き直すと

ẋ = ṙ cos φ− φ̇r sinφ

ẏ = ṙ sinφ + φ̇r cos φ

ẍ = r̈ cos φ− 2ṙφ̇ sinφ + φ̈r sinφ− φ̇2r cos φ

ÿ = r̈ sinφ + 2ṙφ̇ cos φ + φ̈r cos φ− φ̇2r sinφ

(2.67)

となるので，これを（2.66）に代入し，mẍ cos φ + mÿ sinφ, mẍ sinφ−mÿ cos φを計算すると
次の 2式を得ます。





m(r̈ − rφ̇2) = f(r)

m(2ṙφ̇ + rφ̈) = 0 −→ m
d

dt
(r2φ̇) = 0 −→ mr2φ̇ =一定 = L

(2.68)

最後の式は角運動量の保存則を表しています。α粒子の角運動量は遠方での速さ v0と衝突パラ
メーター bより

L = mbv0

なので
r2φ̇ = bv0 (2.69)

これを（2.68）の第 1式に入れると

r̈ − b2v2
0

r3
=

2Ze2

4πε0mr2
(2.70)

が得られます。（2.69）（2.70）を解けば α粒子の位置 (r, φ)が時刻 tの関数として得られますが，
ここでは rと φとの間の関係式を直接求めていくことにします。r = r(φ)として

ṙ = φ̇
dr

dφ
=

bv0

r2

dr

dφ
= −bv0

d

dφ

(
1
r

)
(2.71)

u = 1/rとおくと

ṙ = −bv0
du

dφ
−→ r̈ = −bv0

d

dt

(
du

dφ

)
= −b2v2

0

r2

d2u

dφ2
(2.72)

これを（2.70）に入れて整理すると

ü = −
(

u +
2Ze2

4πε0mb2v2
0

)
(2.73)

が得られます。微分方程式（2.73）の右辺のカッコ内を qとおくと，次の単振動の方程式に還元
できます。

q̈ = −q

この一般解は q = A cos(φ + α)で与えられるので，

1
r

= A cos(φ + α)− 2Ze2

4πε0mb2v2
0

(2.74)

となり，α粒子の軌道の方程式が求まります。Aと αは初期条件から決められます。（2.74）の
両辺を tで微分し，（2.69）を使うと

ṙ = Abv0 sin(φ + α) (2.75)

となり，左遠方 r = ∞, φ = πにおいて dr/dt = v0であるので（2.74）より

0 = A cos(π + α)− 2Ze2

4πε0mb2v2
0

−→ A cos α = − 2Ze2

4πε0mb2v2
0

(2.76)
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（2.75）より
v0 = Abv0 sin(φ + α) −→ Ab sinα = −1 (2.77)

（2.76）（2.77）より

tanα =
4πε0mbv2

0

2Ze2
(2.78)

となり，定数，αはこの式から決められます。その結果と（2.77）を用いると定数Aを求めるこ
とができます。

■最近接点

α粒子が原子核にもっとも近付いた点を最近接点といい，原点からの距離 rminを最近接距離と
いいます。この点は動径方向の速さ dr/dt = 0の点なので（2.75）より φ = π − αの点となりま
す。rminは φ = π − αを α粒子の軌道の式（2.74）に入れて求めることができますが，ここで
はエネルギー保存則を使って求めていきます。エネルギー保存則は vr = ṙ, vφ = rφ̇を使って

1
2
mv2

0 =
1
2
mv2 +

2Ze2

4πε0r
=

1
2
m(v2

r + v2
φ) +

2Ze2

4πε0r

=
1
2
m(ṙ2 + r2φ̇2) +

2Ze2

4πε0r
(2.79)

最近接点では右辺カッコ内の第 1項は 0，第 2項は（2.69）より b2v2
0/r2

minとなるので

1
2
mv2

0 =
1
2
mr2

minφ̇2 +
2Ze2

4πε0rmin
−→ r2

min −
(

4k

mv2
0

)
rmin − b2 = 0, k =

Ze2

4πε0
(2.80)

rminについての 2次方程式を解いて

rmin =
k

E



1 +

√
1 +

(
bE

k

)2


 , E =

1
2
mv2

0 (2.81)

と求まります。これからα粒子が原子核の中心に向かって真っ直ぐ飛んでくるとき (b = 0)，rmin

は最小値をとり原子核に最も近く接近することができます。このときの最近接距離は

rmin =
2k

E
=

2Ze2

4πε0E
(2.82)

となります。

■散乱角と衝突パラメーター

α粒子の軌道の方程式は
1
r

= A cos(φ + α)− 2Ze2

4πε0mb2v2
0

左遠方の r = ∞では φ = π，α粒子が散乱角 θ(6= π)の方向に散乱され無限遠方に飛んでいった
とすると，軌道方程式より

A cos(π + α)− 2Ze2

4πε0mb2v2
0

= A cos(θ + α)− 2Ze2

4πε0mb2v2
0

... cos(π + α) = cos(θ + α)

三角関数の加法定理より

cos(π + α)− cos(θ + α) =−2 sin
(

θ + 2α

2
+

π

2

)
sin

(
θ

2
− π

2

)

=−2 cos
(

θ + 2α

2

)
cos

θ

2
= 0

... θ + 2α = π −→ tanα = (π/2− θ/2) = cot θ
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これを（2.78）に入れて

b =
2Ze2

4πε0mv2
0

cot
θ

2
(2.83)

が得られます。つまり，α粒子の入射速度 v0を決めると，α粒子が散乱されてでていく方向 θは
入射粒子の衝突パラメータ bによって決まるということで，散乱角に θは bの関数として与えら
れます。あるいは bを θの関数として b = b(θ)として表すこともできます。

■ラザフォードの散乱公式

図に示すように，散乱角 θの方向の微小立体角 dΩの中に散乱されてくる α粒子は，スリット
上の斜線部の微小面積 bdϕdbを通って入射してきた粒子であることが分かります。

dϕ

db

θb

dΩ

v0

O

スリット

さて，スリットから一様に単位面積当たり毎秒 1個の α粒子が入射してくるとき，単位時間
にスリット面上の微小面積 bdϕdbを通過する確率 dσはその面積に等しくなります。

dσ = bdϕdb = b(θ)
db(θ)
dθ

dθdϕ

これは，微小立体角 dΩ = sin θdθdϕの中に散乱されてでてくる確率なので，
::::::::::::::::::
単位立体角内に散

::::::::::::::
乱される確率，これを微分断面積 σ(θ)と呼んでいますが，σ(θ)は，したがって

σ(θ) =
dσ

dΩ
=

1
sin θ

b(θ)
db(θ)
dθ

(2.84)

で与えられます。（2.83）を θで微分して（2.84）に入れると

σ(θ) =
(

1
4πε0

Ze2

mv2
0

)2 1
sin4(θ/2)

(2.85)

が得られます。これはラザフォードの公式と呼ばれています。

3 剛体系の運動方程式

剛体の運動は並進運動と回転運動のみが可能でした。重心Gの並進運動を決める 3個の独立
変数 xG，yG，zG，回転運動における回転軸の方向を決める 2個の独立変数 θ，φそして回転角を決
める 1個の独立変数 ωの合計 6個の運動方程式で記述されます。さて，質点系の運動エネルギー
は (2.17)で与えられました。右辺第 1項は重心の並進運動エネルギーで第 2項は重心系での各
質点の運動エネルギーの総和でした。

T =
1
2
MṘ

2
+

1
2

∑

i

miṙ
′2
i (3.1)
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剛体を質点の集まり9とみなし，重心を固定した運動を考えると (3.1)の右辺の第 2項は剛体の
重心回りの回転運動エネルギーを表すことになります。また，剛体の重心回りの運動を決める方
程式は，上と同様に考えて (2.16)で与えられ，改めて書くと次の式となります。

dL′

dt
=

∑

i

r′i × F i (3.2)

ここで r′iは剛体の重心を原点とした位置ベクトルです。剛体の重心を原点として剛体に固定し
た座標系を x′, y′, z′，一方，空間に固定した座標系を x, y, z，それぞれの座標系の単位ベクトル
を e′i, ei (i = 1, 2, 3)とします。

3.1 回転ベクトル

3.1.1 座標変換と直交行列

0 x

y

x′

y′

r′i

重心（原点）からの位置ベクトル：r′i = x′ie
′
1 + y′ie

′
2 + z′ie

′
3

各座標系単位ベクトルの変換関係：e′i =
∑

j

aijej

剛体の重心

x, y, z：空間に固定された座標系

x′, y′, z′：剛体に固定された座標系

e′1e′2 e1

e2

x′, y′, z′座標系の単位ベクトル e′iと x, y, z座標系の単位ベクトル eiは直交変換の関係にある
ので次式が成り立ちます。

e′i =
∑

j

aijej (3.3)

aij は 3 行 3 列の直交行列でそれを A と書くと，行と列を入れ替えた転置行列 AT との間に
AAT = AT A = Eとなる性質を持っています（Eは単位行列）。

　 A = (aij) =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 , AT =




a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33


 (3.4)

AAT = AAT = E =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 (3.5)

また，直交行列Aの逆行列をA−1とすると

AT = A−1 (3.6)

と書くこともできます。
9 剛体は構成する任意の 2質点間の距離がどんな変形に対しても一定に保たれる質点系でした。つまり絶対変形
しない質点系ということになります。
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3.1.2 回転ベクトル

さて，剛体の回転運動によりに座標系 x′, y′, z′は空間に固定された座標系からみて時間変化す
るので，(3.3)の右辺直交行列Aは時間 tの関数になります。ここで行列の微分を次のように定
義します。

dA

dt
=

(
daij

dt

)
= ȧij (3.7)

そうすると，和と積の微分は普通の関数の微分法と同様に次の公式が成立することが分かりま
す10。 




d

dt
(A + B) =

dA

dt
+

dB

dt

d

dt
(AB) =

dA

dt
B + A

dB

dt

(3.8)

またすぐ後で必要になるので転置行列の公式を上げておきます11。




(AB)T = BT AT

(AT )T = A
(3.9)

これで下準備が整ったので，(3.5)を時間 tで微分してやると

d

dt
(AAT ) =

dA

dt
AT + A

dAT

dt
= 0

一方，
(

A
dAT

dt

)T

=
dA

dt
AT なので A

dAT

dt
=

(
dA

dt
AT

)T

...
dA

dt
AT =−

(
dA

dt
AT

)T

(3.10)

が得られます。これは行列を転置すると符合だけが変わる行列12となっていますが，このような
行列の最も一般的な形は

Ω =




0 ω3 −ω2

−ω3 0 ω1

ω2 −ω1 0


 (3.11)

と書けます。したがって
dA

dt
AT =

dA

dt
A−1 = Ω

この式の右からAをかけると
dA

dt
= ΩA (3.12)

Ωが分かると上の微分方程式を解くことでAが求まり，回転の様子が分かることになります。
そこで次のステップとしてΩを求めていくことにします。(3.11)は Levi-Civitaの記号 εijkを使
うと

Ωij = εij1ω1 + εij2ω2 + εij1ω3 =
∑

k

εijkωk (3.13)

10 和の微分公式は自明。積の微分公式は (AB)ij =
X

k

aikbkj を tで微分すると得られます。

11 公式の証明は適当な線形代数のテキストを参照ください。
12 反対称行列とか交代行列といわれます。正方行列 A = (aij) がすべての i, j に対して aji = −aij であるとき，
行列Aを反対称行列といいます。反対称号列の対角成分は全て 0となります。
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とスッキリ書けます。ただし，

εijk =





1 ：(i, j, k)が (1, 2, 3)の偶置換のとき ε123, ε231, ε312 ⇒ 1
−1 ：(i, j, k)が (1, 2, 3)の奇置換のとき ε132, ε213, ε321 ⇒ −1

0 ：それ以外　　　　　　

εijk =−εjik = εikj = εjki = εkij = εkji

εijkの記号を使うとベクトルの外積は



e1 × e2 = −e2 × e1 = e3

e2 × e3 = −e3 × e2 = e1

e3 × e1 = −e1 × e3 = e2

ei × ei = 0

−→ ei × ej =
3∑

k=1

εijkek (3.14)

と見通しのよい表記ができます。この記号を使って (3.12)を成分に分けて書くと

ȧij = (ΩA)ij =
∑

k

Ωikakj =
∑

k,`

εik` ω`akj (3.15)

(3.3)を tで微分すると

ė′i =
∑

j

ȧijej =
∑

j,k

Ωikakjej =
∑

j,k,`

εik` ω`akjej

=
∑

k,`

εik`ω`e
′
k =

∑

k,`

ω`ε`ike
′
k =

∑

`

ω`e
′
` × e′i (3.16)

但し，ここで εijkの下付文字を隅置換しても値は変わらないことと，(3.14)を利用しました。こ
こで次の ωベクトルを導入します。

ω = ω1e
′
1 + ω2e

′
2 + ω3e

′
3 =

∑

`

ω`e
′
` (3.17)

そうすると (3.16)は
ė′i =

∑

`

ω`e
′
` × e′i = ω × e′i (3.18)

剛体の重心を原点とする剛体に固定した座標系での各質点の位置ベクトル r′は

r′i = x′ie
′
1 + y′ie

′
2 + z′ie

′
3

なので，これを tで微分して整理すると

ṙ′i = x′iė
′
1 + y′iė

′
2 + z′iė

′
3 = x′i(ω × e′1) + y′i(ω × e′2) + z′i(ω × e′3) = ω × (x′ie

′
1 + y′ie

′
2 + z′ie

′
3)

= ω × r′i (3.19)

O

r
ω

vP
N

剛体の重心を通るある軸の回りに角速度 ωで回転しているとき

v = ω × r

NP = r sin θ, v = ωr sin θで，vの方向は面 OPNにに垂直なので

剛体の点 Pの速度 vは PNを半径とする円運動をする。
φ

ω =
dφ

dt

θ
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(3.19)の左辺は，重心を通りωの方向を回転軸とし，ωを角速度の大きさとする位置ベクトル r′

で与えられる点の速度を意味することが分かります。このωを回転ベクトルと呼んでいます13。

3.2 剛体の回転運動

3.2.1 慣性テンソル

剛体の回転運動のエネルギーは (3.1)の右辺第 2項で与えられました。それを TRと記し，回
転ベクトルを使って整理すると14

TR =
1
2

∑

i

miṙi
′2 =

1
2

∑

i

mi(ω × r′i)
2

=
1
2

∑

i

mi

{
r′2i · ω2 − (r′i · ω)2

}
(3.20)

となります。(3.20)を成分によって書き直します。ベクトル r′i, ωの成分を次のように書くこと
にすると 




r′i = (ri1, ri2, ri3), ω = (ω1, ω2, ω3)

r′2i · ω2 = r′2i (ω2
1 + ω2

2 + ω2
3)

(r′i · ω)2 = (ri1ω1 + ri2ω2 + ri3ω3)2

r′2i · ω2 − (r′i · ω)2 = r′2i (ω2
1 + ω2

2 + ω2
3)− (ri1ω1 + ri2ω2 + ri3ω3)2

=
∑

a,b

{
ω2

ar
′2
i − ωariaωbrib

}
(但し，a, b = 1, 2, 3)

=
∑

a,b

{
ωaωbδabr

′2
i − ωaωbriarib

}
, δab =

{
1 : a = b

0 : a 6= b

=
∑

a,b

ωaωb(δabr
′2
i − riarib)

これを (3.20)に代入すると

TR =
1
2

∑

a,b

ωaωb

∑

i

mi(δabr
′2
i − riarib) (3.21)

ここで
Iab =

∑

i

mi(δabr
′2
i − riarib) (3.22)

というテンソル（←何故テンソルかということについては 3.2.2で説明します）を導入すると，(3.21)は

TR =
1
2

∑

a,b

Iabωaωb (3.23)

と表すことができます。テンソル Iabを慣性モーメント・テンソルあるいは単に慣性テンソルと
呼んでいます15。慣性テンソルは定義から明らかなように対称です。

Iab = Iba (3.24)
13 角速度ベクトルとも呼ばれます。
14 公式 (A×B) · (C ×D) = (A ·C)(B ·D)− (A ·D)(B ·C)を使う。
15 運動エネルギーは (1/2)mv2 と書かれますが，この式の質量項に Iab が相当することが分かります。このことか
ら“慣性”という名前が付いているのですね。
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慣性テンソルを成分表示すると16

Iab =




I11 I12 I13

I21 I22 I23

I31 I32 I33


 =




∑
mi(y′2i + z′2i ) −∑

mix
′
iy
′
i −∑

mix
′
iz
′
i

−∑
i miy

′
ix
′
i

∑
mi(x′2i + z′2i ) −∑

miy
′
iz
′
i

−∑
i miz

′
ix
′
i −∑

mix
′
iy
′
i

∑
mi(x′2i + y′2i )


 (3.25)

I11, I22, I33はそれぞれ x′軸，y′軸,z′軸のまわりの慣性モーメント，−I12,−I23,−I31はそれぞ
れ x′y′平面，y′z′平面, z′x′平面に関する慣性乗積と呼ばれます。

剛体を連続体とした場合には点 r′における密度を ρ(r′)として

∑

i

mi −→
∫

dm −→
∫

ρ(r′)dx′dy′dz′

と置き換えればよい17ので，連続体の場合の慣性テンソルは

Iab =
∫

ρ(r′)(δabr
′2 − xaxb)dx′dy′dz′ =

∫
(δabr

′2 − xaxb)dm (3.26)

となります18。Iabの成分は




I11 =
∫

(y′2 + z′2)dm, I23 = I32 = −
∫

y′z′dm

I22 =
∫

(z′2 + x′2)dm, I31 = I13 = −
∫

z′x′dm

I33 =
∫

(x′2 + y′2)dm, I12 = I21 = −
∫

x′y′dm

(3.27)

慣性テンソルは x′, y′, z′軸の方向を適当に選ぶことで対角化できます。そのような方向を剛体の
慣性主軸とよび，それに対応するテンソルの成分を値を主慣性モーメントと呼び，I1, I2, I3で表
します。

主軸変換：




I11 I12 I13

I21 I22 I23

I31 I32 I33


 =⇒




I1 0 0
0 I2 0
0 0 I3


 (3.28)

x′軸, y′軸, z′軸を慣性主軸に選ぶと，慣性モーメントは次式で与えられます。




I1 =
∫

(y′2 + z′2)dm, I23 = I32 = −
∫

y′z′dm = 0

I2 =
∫

(z′2 + x′2)dm, I31 = I13 = −
∫

z′x′dm = 0

I3 =
∫

(x′2 + y′2)dm, I12 = I21 = −
∫

x′y′dm = 0

(3.29)

この場合，回転運動のエネルギーの式は次のように簡単になります。

TR =
1
2
(I1ω

2
1 + I2ω

2
2 + I3ω

2
3) =

1
2

∑

i

Iiω
2
i (3.30)

16 (ri1, ri2, ri3) ≡ (x′i, y
′
i, z

′
i)に留意してください。

17 連続体では i番目の質点という代わりにその座標での質点となるので位置座標 (xi, yi, xi)の下付きサフィックス
iは付かなくなります。

18 (x1, x2, x3) ≡ (x′, y′, z′)
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3.2.2 剛体の角運動量

以下，面倒なので剛体に固定された座標系に付けていたダッシュを省いて書くことにしますの
で留意ください。角運動量をLとするとベクトル解析の公式A×(B×C) = (A·C)B−(A·B)C
より

L =
∑

i

miri × ṙi =
∑

i

miri × (ω × ri)

=
∑

i

mi

{
r2

i · ω − (ri · ω)ri

}
(3.31)

右辺はベクトル量になっていますね。これを先ほどやったように成分に分けて
{

r2
i · ω = r2

i ω1e1 + r2
i ω2e2 + r2

i ω3e3

(ri · ω)ri = ri1(ri1ω1 + ri2ω2 + ri3ω3)e1 + ri2(ri1ω1 + ri2ω2 + ri3ω3)e2 + ri3(ri1ω1 + ri2ω2 + ri3ω3)e3

したがって各運動量の La成分は

La =
∑

i,b

mi

{
r2

i ωa − riaribωb

}
=

∑

i,b

mi

{
δabr

2
i − riaribωb

}
ωb

=
∑

b

Iabωb (3.32)

となります。これを行列あるいはベクトルで表すと



L1

L2

L3


 =




I11 I12 I13

I21 I22 I23

I31 I32 I33







ω1

ω2

ω3


 ⇐⇒ L = I ω (3.33)

となります。ところで慣性テンソルの命名ですが，一般に角運動量ベクトル Lと回転ベクトル
ωは異なる方向を向いており19，Lはωの関数というか，Iはこの 2つのベクトルを結びつけて
いますね。このような 2つのベクトルの線形変換を表すものをテンソル20というので，Iを慣性
テンソルと呼んでいます。

a, b, c軸を剛体の慣性主軸の方向にとると，上式は

L1 = I1ω1, L2 = I2ω2, L3 = I3ω3 (3.34)

と表せます。行列で表せば



L1

L2

L3


 =




I1 0 0
0 I2 0
0 0 I3







ω1

ω2

ω3


 (3.35)

とくに 3つの主慣性モーメントがすべて等しい球状のこまのようなものでは

L = Iω, (I1 = I2 = I3 = I) (3.36)

と書けます。この場合，角運動量ベクトルは回転ベクトルに比例し，それと同じ方向をもちま
す。(3.23)の回転のエネルギーを角運動量ベクトルで表すと

TR =
1
2

∑

i

Iiω
2
i =

1
2
(ω ·L) (3.37)

となります。
19 一般に任意の物体の場合には，Lと ! の方向は一致しません。一致するのは物体が慣性主軸のどれか 1つのま
わりに回転する場合だけです。

20 正式には 2階のテンソルといいます。
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■簡単な質量分布の場合の慣性主軸と慣性モーメント
主な物体の慣性主軸と慣性モーメントは次の通りです。

(1)板状の物体：板面に直角に z軸をとり，z = 0の面内での 1つの対称軸を x軸，それと垂直
に y軸をとると x, y, z軸は慣性主軸となります。慣性モーメントは

Ix =
∫

y2dm, Iy =
∫

x2dm, Iz =
∫

(x2 + y2)dm −→ Iz = Ix + Iy (3.38)

(2)回転体：回転対称軸を z軸にとり，それに直角に x, y軸をとると x, y, z軸は慣性主軸とな
ります。慣性モーメントは

Ix = Iy (3.39)

(3)柱体：互いに直角な２つの対称軸を z, x軸のとり，それに直角に y軸をとると x, y, z軸は
慣性主軸となります。

x

y

z

z

x

y

z

x

y

慣性主軸

(1) (2) (3)

3.2.3 任意の点に原点を持つ座標軸に関する慣性テンソル

今まで，剛体の重心 Gを原点 Oとする座標系における慣性テンソルを計算してきましたが，
重心Gの基準点をベクトル dだけ移動した新たな点を原点O′とした場合の慣性テンソルを求め
て見ます。原点O′に関する慣性テンソルを

I ′ab =
∑

i

mi(δabr
′2
i − r′iar

′
ib) (3.40)

と定義します。ここで
{

r′i = ri − d

r′iar
′
ib = (ria − da)(rib − db)

また，重心の定義より
∑

i

miri = 0

(3.40)の右辺はそれぞれ次のように書けます。





δab

∑

i

mir
′2
i = δab

∑

i

mi(r2
i + d2)− 2δab

∑

i

mirid

∑

i

mi(r′iar
′
ib) =

∑

i

mi(riarib + dadb)−
∑

i

mi(ribda + riadb)
(3.41)

a = bの場合，(3.41)の第 1式右辺第 2項と第 2式の第 2項は互いに消しあいます。a 6= bの場
合は，第 1式右辺第 2項は 0となり，第 2式第 2項は重心の座標を原点 (0, 0, 0)としているので
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0となります。以上のことから

I ′ab =
∑

i

mi(δabr
′2
i − r′iar

′
ib)

=
∑

i

mi(δabr
2
i − riarib) +

∑

i

mi(δabd
2 − dadb)

= Iab + µ(δabd
2 − dadb), ただし µ =

∑

i

mi (3.42)

が得られます。

【例題】重心 (x0, y0, z0)を原点とする座標系 (x, y, z)と任意の一点を原点とする xyz座標系と平
行な (x′y′z′)座標系があり，xyz系に関する慣性モーメント，慣性乗積をそれぞれ Ixx, · · · , Ixy, · · ·
とし，x′y′z′系に関する慣性モーメント，慣性乗積をそれぞれ Ix′ , · · · , Ix′y′ , · · ·，全質量が重心
に集中したときの慣性モーメント，慣性乗積を I0

x, · · · , I0
xy, · · · とすると

Ix′ = I0
x + Ix, · · · , Ix′y′ = I0

xy + Ix′y′ , · · ·

となることを示せ。
【解答】(3.29)と (3.42)を使うとすぐ示せますが，ここでは具体的な計算をやることにします。

(x0, y0, z0)
G

O x′

y′
(x′i, y

′
i, z

′
i)

x

y

z

z′

x′i = x0 + xi

y′i = y0 + yi

z′i = z0 + zi

(xi, yi, zi)

Ix′ =
∑

i

mi(y2
0 + z2

0) +
∑

i

mi(y2
i + z2

i ) + 2y0

∑

i

miyi + 2z0

∑

i

mizi

= M(y2
0 + z2

0) +
∑

i

mi(y2
i + z2

i ) (M =
∑

i

mi)

= I0
x + Ix (...

∑

i

miyi = 0,
∑

i

mizi = 0 · · ·重心が原点の座標系)

Ix′y′ =
∑

i

mix
′
iy
′
i =

∑

i

mix0y0 +
∑

i

mixiyi + x0

∑

i

miyi + y0

∑

i

mixi

= MI0
xy +

∑

i

mixiyi

= I0
xy + Ixy

他の成分も同様にして求められます。 //

■平行軸の定理
重心を通る軸に関する慣性モーメント IGが知られているとき，それと平行で距離 d離れてい

る軸に関する慣性モーメントを I は

I = IG + d2M, (M：全質量) (3.43)

であらわされます。これを平行軸の定理とか Steinerの定理といいます。
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3.3 剛体の運動方程式

3.3.1 オイラーの運動方程式

剛体の回転運動を表す方程式はオイラーの運動方程式として知られています。(3.2)からスター
トします。

dL′

dt
= N ′, (N ′ =

∑

i

r′i × F i) (3.44)

ここでN ′は剛体の重心周りのモーメントですね。議論を見通しよくするために慣性主軸を選ん
で，(3.31)を tで微分すると

L̇ =
d

dt

[∑

i

mi

{
r2

i · ω − (ri · ω)ri

}
]

(3.45)

右辺第 2項のカッコ内の時間微分はベクトルの公式21 と (3.19)より

d

dt
(ri · ω) = (ṙi · ω) + (ri · ω̇)

= (ω × ri) · ω + (ri · ω̇)

= (ri · ω̇)

(3.44)は

L̇ =
∑

i

mi

{
2ri(ṙi · ω) + r2

i ω̇ − (ri · ω̇)ri − (ri · ω)ṙi

}

=
∑

i

mi

{
r2

i ω̇ − (ri · ω̇)ri − (ri · ω)ω × ri

}

= N (3.46)

となります。
∑

mi →
∫

dmの連続体近似に焼きなおして上式の両辺の x成分をとると





(r2
i ω̇)x = (x2 + y2 + z2)ω̇1

((ri · ω̇)ri)x = x2ω̇1 + xyω̇2 + zxω̇3

(ri · ω)ω × ri = (xω1 + yω2 + zω3)(ω2z − ω3y)

となることと，座標系として慣性主軸を選んでいるので (3.29)が成立することを考慮すると，結
局 x成分として次式が得られます。

ω̇1

∫
dm(y2 + z2)−

∫
dm(xω1 + yω2 + zω3)(ω2z − ω3y)

= ω̇1

∫
dm(y2 + z2)− ω2ω3

∫
dm(z2 − y2)

= I1ω̇1 − (I2 − I3) ω2ω3

= N1 (3.47)

21 (A×B) ·C =

˛̨
˛̨
˛̨

A1 A2 A3

B1 B2 B3

C1 C2 C3

˛̨
˛̨
˛̨
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同様にして y, z成分も求めることができます。以下整理して書いておくと




I1
dω1

dt
+ (I3 − I2)ω2ω3 = N1

I2
dω2

dt
+ (I1 − I3)ω3ω1 = N2

I3
dω3

dt
+ (I2 − I1)ω1ω2 = N3

(3.48)

(3.48)はオイラーの運動方程式と呼ばれます。とくに自由回転の時はN = 0で，オイラーの 3
つの運動方程式にそれぞれ ω1, ω2, ω3をかけ足し合わせると

I1ω1ω̇1 + I2ω2ω̇2 + I1ω3ω̇3 = 0

つまり回転エネルギーの式 (3.30)の時間微分が 0となって，回転エネルギー保存則を得ます。

TR =
1
2

∑

i

Iiω
2
i −→

d

dt
TR = 0 (3.49)

——————————————————

本レポートはここで終了します。剛体のテーマでは種々の形状をした物体の慣性モーメントを求
めるのが一般的ですが，それはまた適当な力学のテキストで取り組んでください。お疲れ様で
した。

G OOD L U C K !
S E E Y OU A G A I N !

by K E N Z OU

（了）

＜補記＞
・2010.01.08・・・慣性テンソルの§3.2.3を補充
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