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構造力学談話Ver.2

KENZOU

2018.5.17

構造力学談話 Ver.2をお送りする。暖かくなりはじめた 3月の下旬あたりから，次第に冬眠から目覚め，ぼん

やりと机に向かう頻度がふえはじめた。すると，少し気がかりにしていた構造力学談話のレポートを見直そうか

という気力が湧いてきた。小生の理解不足による不明瞭なところが散見されたり，冗長すぎて話がくどいなど，

小骨がのどに刺さっているようで落ち着かない。そこで話ができるだけスッキリ・明解（？）に進むように全話を

見直し，不静定構造物の話題を第 10話として追加して仕上がったが Ver2という次第。もっとも話の展開がスッ

キリしたといっても，それはあくまで筆者の思い込みで，おかしな議論や不明瞭な点がなくなったとは言い切れ

ない（面倒くさくなって多少手を抜いたところもある）。そのような箇所を見つけられたら，ご自分で乗り越え

ていくか，お手数でも一報いただけるとありがたい。場合によっては Ver3が登場するかもしれない。。。 それ

では第 1話から始めよう。

第 1話. 平面構造物のつり合い（１）

平面構造物の種類と概要

平面構造物は構造形式によってラーメン構造，トラス構造，アーチ構造やシェル構造といったように

いろいろある。ラーメン構造のラーメンは「枠」とか「額縁」を意味するドイツ語の Rahmenからき

ていて，英語で rigid frameというように柱と
はり

梁を剛接合した骨組のこと。トラス構造はピン接合した

部材を三角形に組み合わせた骨組を単位に構成されているもので，英語で trussと書くが，これは“く

くる”とか“縛る”という意味だ。ピンはドアーなどについている蝶番（ちょうつがい）をイメージす

柱と梁が剛接合

ラーメン構造 トラス構造

されている

節点

部材と部材が
ピン接合されている

図 1.1: ラーメン構造とトラス構造

ればいいだろう。アーチ構造は半円形に弧を描いた構造で，煉瓦作りの旧建築の出入り口などによく見

かけるし，パリの凱旋門などは代表的なもの。シェル構造というのは薄い局面を貝殻のように外殻に用

いた構造のことだ。いずれにしても，構造物が安定に存在するためには，力のつり合いがとれているこ

とが大前提となる。
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力のつり合い

（１）構造物の節点・支点と反力

●節点

構造物の骨組を構成する部材と部材を継手を節点といい，節点には剛節点とピン節点の２種類がある。

節点は反力を考えるときに大切なポイントとなるので少し詳しく説明する。

・剛節点：節点部分の回転が拘束されて，その角度が変化しないものをいう。節点部分が固定されて

移動も回転もできないので，部材相互間で水平方向，垂直方向の力の移動に加えて，モーメント

を伝えられる。

・ピン節点：ヒンジとか滑節点ともいうが，節点部分が自由に回転できるものをいう。
ちょう

蝶
つがい

番を思い浮

かべられたい。ピン節点はモーメントは伝達できないが，水平方向，垂直方向の力の移動は伝え

られる。

●支点

地盤あるいは他の支持構造物と構造物の接点を支点という。支点は構造物に作用した力を地盤に伝える

役割を果たす。構造物が支点を通して地盤に力を作用させれば，構造物は当然地盤からの反作用力を受

ける。この反作用力を支点反力とか単に反力と呼んでいる。一般に反力は構造物の変位が固定されて

いる点に生じる力で，水平反力，鉛直反力，モーメントがある。支点はこのすべての力に抵抗するので

はなく，支点の種類によってある特定の力にのみ抵抗する構造になっている。

・固定支点： 「水平」「鉛直」「回転（モーメント）」すべての力に抵抗。したがって，反力は水平，

　鉛直，回転に対して生じる。拘束度は r = 3。

・ピン支点：「水平」と「 鉛直」方向の力に抵抗。したがって，反力は水平方向と鉛直方向に生じ

　る。回転は可能な支点なので拘束度は r = 2。

・ローラー支点： 「鉛直」方向の力にだけ抵抗。反力は鉛直方向だけに生じる。回転や水平方向に

　移動が可能なので拘束度は r = 1。

拘束度は反力の数 hと一致し，構造物の自由度の数より拘束度が少なければ不安定となるし，逆に多

固定支点 ピン支点 ローラー支点

支点の種類

支点での反力

拘束度 r = 3 拘束度 r = 2 拘束度 r = 1

反力の数 h = 3 反力の数 h = 2 反力の数 h = 1

(水平，鉛直，回転力) (水平力，鉛直力) (鉛直力)

(身動きできない) (回転のみ自由) (回転と支持面に平行な方向
への移動可)

図 1.2: 支点の種類と反力
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ければ安定となる。

（２）構造物の分類

構造物は安定構造物と不安定構造物に分類される。不安定構造物は外力によって容易に形を崩したり

移動したりする構造物のことで，一方，安定構造物は移動も回転もしない構造物で，これはさらに
せい

静
てい

定

構造物と不静定構造物に分類される。

●静定構造物

力のつり合いの式（「水平」，「鉛直方向」の力と「力のモーメント」のつり合いの三元連立一次方程

式）だけで反力が求められる構造物。力とモーメントの正負の符号は次のようにとっておく。

x

y
+ + −
力の正負 モーメントの正負

∑
X = 0,

∑
Y = 0,

∑
M = 0

力のつり合いの式

時計回り 反時計回り

図 1.3: 力のつり合い

●不静定構造物

力のつり合いの 3つの条件式だけでは反力が求められない構造物。このため構造物の変形状態まで

考えた式が必要となる。不定性構造物の話題はは第 10話で取りあげている。

●断面力

部材に荷重などの外力が加わるとそれに反発して部材内部に内力が発生する。この内力を応力とい

う。内力の総和は当然ゼロでなければならない。そうでないと部材は破断してしまう。したがって，応

力は大きさが等しく，向きが反対な一対の力という性質をもつ。応力は部材の任意の断面に働く力なの

で構造力学分野では特に断面力といっている（→断面力の詳細は第 6話，第 8話を参照されたし）。

断面力には，図 1.4に示すように「軸方向力(N)」，「せん断力(Q)」，「曲げモーメント(M)」の 3種

類あり，その正負の符号の付け方も決められている。

(+) (+)：下に凸

(−)：上に凸

軸方向力（N） せん断力（Q） 曲げモーメント（M）

Q Q

W

W

(−)

Q Q

W

W
N N

N N

(+)：引張力

(−)：圧縮力

時計回り

反時計回り

M M

M M
偶力

一対のモーメント

下が引張側

上が引張側

Q Q

Q Q

図 1.4: 断面力の種類

ただし，曲げモーメントに関しては正式な正負の符号の付け方はないが，下側に引張（下に凸）が生
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じる場合を“+”，上側に引張が（上に凸）が生じる場合を“−”としている1。

軸方向力(N)

種　類

外力が部材の軸方向に作用する
ときの応力。

引張力(+) 圧縮力(−)

せん断力(Q) 外力が部材の材軸に垂直な方向
に作用するときの応力。

N N N N

左上がり右下がりの変形
曲げモーメン 外力が部材の材軸に垂直な方向

に作用するときの応力。

下に凸 (+) 上に凸 (−)

M M M M

部材に作用する力特　　　長

ト(M)

せん断力は偶力によって生じる。
時計回りは正，反時計回りは負。

引張力を正，圧縮力を負とする。

正・負符号の正式な付け方はない
が図に示すようにしておく。

+ −Q

Q Q
Q

正のせん断力 負のせん断力

正の曲げモーメント 負の曲げモーメント

左下がり右上りの変形

図 1.5: 断面力の種類と特長

（３）構造物の反力と断面力

これから構造物の反力と断面力の求め方の話に入っていくが，断面力を求めるには仮想切断という

手法を使うので，まずその説明から入ることにする。

●仮想切断と断面力

荷重W が作用している静的安定状態にある単純ばり2を考えよう。突然はりの一部分が壊れて突然

飛びだしたりしないことは経験的に知っているが，これは，はりのどの部分も静的な安定状態にあるか

らで，外力W に抗して支点 A，Bに反力 VA, VB が生じ，かつ部材内部の任意の位置にも力の均衡を

VA

W

VB

つり合いを保つべく
断面力（内力）が働く

仮想切断

部材

仮想切断面 仮想切断面

「正」の断面力の矢印 「負」の断面力の矢印

VA
x

A BC

仮想切断することにより

断面力を取りだせる！

MN

Q

図 1.6: 仮想切断

保つべく内力が生じている。内力は外部からは分からないが，はりの任意の個所で仮想的に切断して

やると，その断面に働いている内力（断面力）を取りだすことができる。 断面力は図 1.6に見るよう

に作用反作用の関係で対になって発生するので，正負の符号は必ず 1対のペアーの力で考える。軸方向

1京菓子の「八橋」は上に凸だから負。正は「逆さ八つ橋」と覚えるのも一つの方法。
2ピン支点とローラー支点で支えられている梁。
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力N は，部材が引張られる場合を「正」，圧縮される場合を「負」，せん断力Qは，ペアーの力が時

計回りに働く場合を「正」，反時計回りに働く場合を「負」と定める。なお，曲げモーメントM に関

しては正式な正負の符号の付け方はなく，ここでは図 1.6に示す方向を正の方向としておく。

Q > 0

M > 0

左切断面 右切断面

左切断面 右切断面

Q < 0

M < 0

左切断面 右切断面

左切断面 右切断面

・せん断力

・曲げモーメント

（１） （２）

(ref)

図 1.7: 仮想切断面と断面力の矢印の設定 (N は省略)

お待たせしました。いよいよ反力と断面力の計算に入っていこう。

１.片持ちばり

１－１．集中荷重のケース

自由端A点に鉛直下方に 2 kNの荷重が掛かっている片持ちばりの反力と断面力を求めよう（図 1.8）。

(1)反力

固定端 B点には反力 VB とモーメントMB が生じる。水平方向の外力はないので水平反力HB は生

じない。これらの反力を”正の向き”になるように矢印を書き込む3 （図 1.8右図参照) 。力のつり合い

A 5m

2kN

A B
VB

HB

MB

B

2kN

xm
C

図 1.8: 片持ち梁と集中荷重

の式を立てると

∑
X = 0 + HB = 0,

∑
Y = −2 + VB = 0 ...HB = 0, VB = 2 kN

次に B点回りのモーメントのつり合いの式より
∑

M = −2× 5 + MB = 0 ...　MB = 10 kNm (1.1)

いま，B点まわりのモーメントのつり合いを考えたが，はりは回転しないので B点以外でのモーメン

トのつり合いを考えても 一向にかまわない。力がつり合っているときはどの点に関してもモーメント
3はりに働くすべての力（外力，反力，断面力）を矢印で描いた図を FBD（自由体図：Free Body Diagram)という。な

お，図 1.8には断面力が描かれていない。自由体（じゆうたい、英: free body）とは、外力を受ける物体に対してその一部
分を仮想的に切り離して考えたものである。外力を受ける物体には内力が発生し、自由体はその内力を受けて運動や変形を
する。物体にかかる外力が釣り合い状態にあるとき、自由体にかかる内力も釣り合いの状態にある（Wiki）。
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の総和はゼロになる。ただ，うまく点を選ばないと計算が少し面倒になる。たとえば A点から xm離

れた位置 C点回りでのモーメントのつり合いを考えると

∑
M = −2× x− (5− x)× VB + MB = 0

といった次第。VB = 2を入れるとMB = 10と求まる。

(2)断面力

片持ちばり任意の位置 Cで仮想切断し，左側の梁の切断面の断面力を求める。片持ちばりに作用す

るすべての力を描いた自由体図が図 1.9。

Qx

Mx
Q

M
A B

x

2 kN

VB

MB

C

断面力の向きは
正に設定しておく

x

y

図 1.9: 片持ちばり 1点荷重の自由体図

自由端Aから xの距離の位置でのせん断力をQxとする4と，鉛直方向の力のつり合いの式より

∑
Y = −2−Qx = 0 ... Qx = −2

Qxは位置に関係なく一定値Q = −2 kNをとる。次に，曲げモーメントをMxとすると，モーメント

のつり合いの式より

∑
M = −2× x−Mx = 0 ... Mx = −2x





A点 (x = 0) M = 0 kNm

B点 (x = 5) M = −10 kNm

曲げモーメントは位置によって直線的に変化する。
断面力を図示したものをせん断力図とか曲げモーメント図というが，ここでは Q図，M 図として

図 1.10に示す。図中，プラスマイナス符号の設定の仕方はいろいろ流儀があるようだが，ここではQ

− −

Q図 M 図

2 kN

M = −2x
10 kNm

A B+

−
−
+

SFD BMD

左下がり右上がり 上側に引張が生じる

変形

図 1.10: 片持ち梁の断面力

図は上方を (+)，下方を (−)に，M 図は上方を (−)，下方を (+)としておく。

4固定端 Bから考えるとMB を考慮する必要があり計算が面倒になる。
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※補足：片持ちばりの自由端側から考えたが，固定端 B側から考えてみよう。B点の反力を VB，MB として力
のつり合いより ∑

Y = VB + Q′x = 0 ... Q′x = −2

C点回りのモーメントのつり合いの式より
∑

M = −(5− x)× VB + MB + M ′
x = 0, ... M ′

x = −2x

となって，同じ結果が得られるがモーメントのつり合いでMB が登場し計算が少し面倒になる。

１－２．分布荷重のケース

ａ）等分布荷重

片持ちばり全体に均一に 20kN/mの荷重がかかった分布荷重を考える。等分布荷重ははりの中点M

に働く集中荷重5に置き換えて考えることができる。

A B

5m

20 kN/m

xm

A B

2.5m 2.5m

100(= 20× 5) kN/m

D

xm

A D

x/2

A D

x/2

20x
等価集中荷重

20 kN/m

D点で仮想切断

VB

HB

MB

集中荷重等分布荷重

M

図 1.11: 片持ち梁と等分布荷重

(1)反力

固定端 Bでの反力を VB, HB, MB とすると，力のつり合いの式は

∑
X = 0＋HB = 0,

∑
Y = −100 + VB = 0,

∑
M = −100× 2.5 + MB = 0

これからHB = 0, VB = 100 kN, MB = 250 kNmと求められる。

(2)断面力

断面力は自由端A側から考える。A点から任意の距離 xの点Dで仮想切断し，断面力を求める。こ

のとき，長さ xのはり ADが受ける荷重は 20xで ADの中点に集中荷重として作用する。力のつり合

いの式より

∑
X = 0 + HD = 0,

∑
Y = −20x−Qx = 0,

∑
M = −20x× (x/2)−Mx = 0

... Qx = −20x





A点 (x = 0) Q = 0

B点 (x = 5) Q = −100
, Mx = −10x2





A点 (x = 0) M = 0

B点 (x = 5) M = −250

と求められる。
51点に質量が集中している点を重心という。
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B

Q′
x

M ′
x

D

H

x/2

20x kN

x

D
H

Mx

Qx
A

−

Q図

M 図

Q = −20x

M = −10x2

−
A B

BA

+

−

−
+

左下がり右上がり

上側に引張が生じる

図 1.12: 片持ち梁・等分布荷重と断面力

※補足：曲げモーメントMx とせん断力 Qx の間に成り立つ有用な関係式を紹介しよう。

dMx

dx
= Qx (1.2)

(1.2)を積分すれば

Mx =
∫

Qxdx (1.3)

せん断力Qxを求めることができたら，あとはその積分で曲げモーメントMxが分かるので大変役に立つ。この

証明は第 1話の最後でやろう。

ex.1：長さが 5mの片持ち梁があり，自由端Aから 2mの幅で分布荷重 2kN/mが作用している。反力

と断面力を求めよ。

ans. 固定端BのモーメントをMBとする。分布荷重はA点から 1m離れた位置に集中荷重 2×2 = 4 kN

A B

5m

2kN/m

2m

C

2

A C
x/2

A D

x/2

2x
2 kN/m

D

xVB

HB

MB

A B

4m

4kN

C
VB

HB

MB

1m
B

4m

4kN

C
x

・はりAC

・はり CB

図 1.13: 片持ち梁・等分布部分荷重

として作用していると考えればいいので，力のつり合いの式は
∑

X = 0 + HB = 0,
∑

Y = −2× 2 + VB = 0,
∑

M = −4× 4 + MB = 0

これからHB = 0，VB = 4kN， MB = 16kNmと求められる。

次に C点で仮想切断して断面力を求める。はり AC部には先ほどの等分布荷重の計算結果がそのま
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ま使え，AC間の任意の位置 x (0 ≤ x ≤ 2)でのせん断力はQx =−2x，曲げモーメントはMx =−x2と

なる。はりCB(2 ≤ x ≤ 5)に発生する断面力は，C点に 4kNの外力が作用していると考えると，最初

にやった計算結果が使えてQx = −4 kN, Mx = −4x kNm。

A B

5m

2kN/m

2m
C

VB

HB
MB A C B

A C B
Q = −2x

Q = −4

M = −x2

M = −4x

16 kNm

4kN

−
−

Q図 M 図

図 1.14: 片持ち梁・部分等分布荷重

ｂ）等変分布荷重

等変分布荷重というのは，はりの上に均質な直角三角形の重りを載せたものをイメージすればいい。

全長 6mの片持ちはりABにW = 6× 12× (1/2) = 36 kNの全荷重が載っている。

A B

6m

C

12kN/mG

A B

6m

G

D

W = 36 kN/m

4m

A
x

12
6 x = 2x kN/m

w = x2(= x× 2x/2)

2x/3

＜反力＞ ＜断面力＞

A

x

VB

HB

MB P

P
4m(= 6× 2/3)

Qx
Mx

図 1.15: 片持ち梁・等変分布部分荷重

(1)反力

全荷重は直角三角形 ABCの重心 Gに集中しているので，重心からはり ABに垂線をおろした交点

Dに集中荷重W が作用していることになる。したがって反力は力のつり合いの式
∑

X = 0＋HB = 0,
∑

Y = −36 + VB = 0,
∑

M = −36× 2 + MB = 0

よりHB = 0, VB = 36 kN, MB = 72 kNmと求められる。

(2)断面力

自由端A点から距離 xの位置 Pでの断面力をQx, Mxとする。APに載っている荷重を wとすると

w = x× 2x/2 = x2でA点から距離 2x/3の位置に集中荷重として作用する。

力のつり合いの式から

∑
Y =−w −Qx = −x2 −Qx = 0, ... Qx = −x2





A点 (x = 0) Q = 0

B点 (x = 6) Q = −36

∑
M =−(x− 2x/3)× w −Mx = 0, ... Mx = −x3/3





A点 (x = 0) M = 0

B点 (x = 6) M = −72
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A

Qx = −x2

Mx = −x3/3
B

A B

Q図 M 図

−
−左下がり右上がり 上側に引張が生じる

図 1.16: 片持ち梁・等変分布部分荷重のQ図・M 図

１－３．２点荷重のケース

はりの 2点A，Cに 2 kNと 3 kNの荷重がかかっている場合の反力と断面力を求める。

A B

5m

C

2.5m VB

HB

MB2kN
3kN

2kN

A C C B

3kN

x

2kN
Qx

Mx

A

x

2kN

3kN
2kN Qx

Mx

2.5

P1 P2

図 1.17: 片持ち梁・２点荷重

(1)反力

反力を VB, HB, MB とすると，力のつり合いの式
∑

X = 0 + HB = 0,
∑

Y = −2− 3 + VB = 0,
∑

M = (−2× 5) + (−3× 2.5) + MB = 0

からHB = 0, VB = 5 kN, MB = 17.5 kNmとなる。

(2)断面力

はりを C点で仮想切断しACと CBに分けて考える。せん断力は力のつり合いの式から
∑

Y = −2−Qx = 0, ... Qx = −2 (0 ≤ x ≤ 2.5）

曲げモーメントは点 P1に関するモーメントのつり合いから

∑
M = −2× x−Mx = 0, ... Mx = −2x





A点 (x = 0) M = 0

C 点 (x = 2.5) M = −5

A点 (x = 0)ではM = 0，C点 (x = 2.5)ではM = −5となる。

次に CB間の断面力だが，C点には 3kNの荷重が作用するとすると力のつり合いから
∑

Y = −2− 3−Qx = 0, ... Qx = −5 (2.5 ≤ x ≤ 5)

曲げモーメントは点 P2に関する力のモーメントのつり合いから

∑
M = −x× 2− (x− 2.5)× 3−Mx = 0, ... Mx = −5x + 7.5





C点 (x = 2.5) M = −5

B点 (x = 5) M = −17.5
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−

A C B

A C B

−
2 kN

5 kN

5 kNm

17.5 kNmQ図 M 図

図 1.18: 片持ち梁・２点荷重のQ図・M 図

※補足：固定端 B点を起点として断面力を求めるとモーメントの計算が少し面倒に。。。

C B

3kN

x

Qx

Mx

VB

MB

(1) 0 <= x <= 2.5

x

(2) 2.5 <= x <= 5

Qx

Mx

2.5

MB

VB

BBP1 P2

図 1.19: 固定端を起点とした場合

(1)BC間の任意の位置 P1(0 ≤ x ≤ 2.5)で仮想切断し，せん断力と曲げモーメントをQx, Mxとする。力のつり
合いから

∑
Y = Qx + VB = 0 ... Qx = −5

∑
M = Mx + MB − x× VB = 0 ... Mx = 5x− 17.5

(2)CAの任意の位置 P2 で仮想切断し，せん断力と曲げモーメントを Qx, Mx とする。力のつり合いから
∑

Y = −Qx − 3 + VB = 0 ... Qx = −2 (2.5 <= x <= 5)
∑

M = Mx + MB + (x− 2.5)× 3− x× VB = 0 ... Mx = 2x− 10

曲げモーメントは C点 (x = 2.5)ではM = −5 kNm，A点 (x = 5)ではM = 0 kNmとなり，A点側から計算し

たのと同じ結果を与える。xの起点が異なるから違う表式となっているが，x→ 5− xと置換すれば同じ表式と

なる。

最後にお約束の (1.2)を証明をしておく。任意の分布荷重 w = f(x)が作用しているはりの左端か

ら xの距離にある長さ dxの部分を取りだすと，図 1.20のように左右の切断面にそれぞれ Qx, Mxと

Qx + dQx, Mx + dMxの断面力が作用する。力のつり合いから

wdx

Qx Qx + dQx

Mx
Mx + dMx

x

wxdx

dx/2

（集中荷重）

dx

w = f(x)
任意の分布荷重

図 1.20: せん断力と曲げモーメントの関係

∑
Y = Qx − (Qx + dQx)− wxdx = 0, ...

dQx

dx
= −wx (1.4)
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せん断力を微分したものは荷重の符号を変えたものと等しい。また，力のモーメントのつり合いから，

2次の無限小を無視して
∑

M = Mx − (Mx + dMx) + Qxdx− (wxdx)
1
2
dx = 0, ...

dMx

dx
= Qx (1.5)

という重要な結果が得られる。(1.4)と (1.5)より

dMx

dx
= Qx,

d2Mx

dx2
= −wx (< 0) (1.6)

一般に，関数 y = f(x)において f ′(a) = 0であるとき、f ′′(x) > 0なら f(x)は x = aで極小（最少），

反対に f ′′(x) < 0なら f(x)は x = aで極大（最大）となった。このことから

せん断力Qが 0になる点は曲げモーメントM が最大になる点

せん断力が最大の点は曲げモーメントの傾きが最も大きくなる点 　//

付録　＝＝＝　片持ち梁の荷重と断面力，Ｑ図，Ｍ図　＝＝＝

※注：今後，説明の都合上，せん断力や曲げモーメントをQx, MxとかQ(x), M(x)と表記しているがこれは同

じもの。念のため。

P P

－

－

－ － －

－ － －

Q図

M 図

w w

左下がり右上がり

上側に引張が生じる

－

－Q図

M 図

左下がり右上がり

上側に引張が生じる

直線

2次曲線

2次曲線

3次曲線

－

－

W P1

P2

（１） （２） （３） （４）

（５） （６）

（１）　Qx = −P, Mx = −Px

（２）　Qx = −P, Mx = −P (x− L1)

L1x

（３）　Qx = −wx, Mx = −wx2

2

（４）　Qx = −wx, Mx = −wx2

2
(0 ≤ x ≤ L1)

L1

Qx = −wL1, Mx = −wL1x (L1 ≤ x ≤ L)

（５）　Qx = −W
(x

L

)2
, Mx = −Wx3

3L2

（６）　Qx = −P1, Mx = −P1x (0 ≤ x ≤ L1)

　　　　Qx = −(P1 + P2)

Mx = −(P1 + P2)x + P2L1 (L1 ≤ x ≤ L)

図 1.21: 片持ち梁の荷重と断面力
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第 2話. 平面構造物のつり合い（２）

２.単純ばり

２－１．集中荷重のケース

第２話では単純ばりを取りあげる。単純ばりはピン支点（4）とローラ支点（4）からなるはりで，
いま C点にW の荷重が作用しているとする。

C

VA VB

A

W

B

L1

L

L2

x

L = L1 + L2

図 2.1: 単純梁

(1)反力

力のつり合いの式から

∑
Y =−W + VA + VB = 0 ... VA + VB = W

A点回りのモーメントのつり合いを考えると

∑
M = L1 ×W − L× VB = 0 ... VB =

L1

L
W

これから VA =
L2

L
W, VB =

L1

L
W と求められる。

(2)断面力

AC間の任意の位置 P1で仮想切断する。AC間のせん断力Qxは力のつり合いの式から

A

VA

x

Qx

Mx

(1) 0 ≤ x ≤ L1

A

VA

x

Qx

Mx

(2)L1 ≤ x ≤ L

P1 P2C
W

L1 VBVB

C B B

W

Qx = VA

Mx = x× VA

Qx = VA −W = −VB

Mx = x× VA − (x− L1)×W

図 2.2: 単純ばりの断面力を求める

∑
Y = VA −Qx = 0 ... Qx = VA =

L2

L
W (2.1)
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曲げモーメントMxは点 P1まわりのモーメントのつり合いから

∑
M = x× VA −Mx = 0 ... Mx = xVA =

L2

L
Wx (0 ≤ x ≤ L1) (2.2)

となり，A点から C点に向かうにつれて直線的の増加して x=L1で最大値をとる。

Mmax = ML1 =
L1L2

L
W = L1VA = L2VB (2.3)

CB間のせん断力は CBの任意の位置 P2で仮想切断し，力のつり合いの式から

∑
Y = VA −W −Qx = 0 ... Qx = VA −W = −VB = −L1

L
W (2.4)

曲げモーメントは P2まわりのモーメントのつり合いから

∑
M = x× VA − (x− L1)×W −Mx = 0 ... Mx =

L1W

L
(L− x) (L1 ≤ x ≤ L) (2.5)

Mxは最大値をとる C点から支点 Bへ直線的の減少し支点 Bで 0になる。

−
+

A C B A
C

B+

Q図 M 図
QAC =

L2

L
W

QCB = −L1

L
W

MAC =
L2

L
Wx MCB =

L1

L
W (L− x)

図 2.3: 単純梁のQ図・M 図

以上の結果をまとめると

・反力 ： VA =
L2

L
W VB =

L1

L
W

・せん断力 ： QAC =
L2

L
W = VA QCB = −L1

L
W = −VB

・曲げモーメント ： MAC =
L2

L
Wx MCB =

L1

L
W (L− x)

（最大値） ： Mmax =
L1L2

L
W = L1VA = L2VB

２－２．２点荷重のケース

単純ばりの 2点 C，DにそれぞれW1, W2の荷重が作用しているケース。

(1)反力

力のつり合いの式から

∑
Y =−W1 −W2 + VA + VB = 0 ... VA + VB = W1 + W2

A点回りのモーメントのつり合いから反力 VB が求められ

∑
M = L1 ×W + (L1 + L2)×W2 − L× VB = 0 ... VB =

L1W1 + (L1 + L2)W2

L
(2.6)
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したがって反力 VAは

VA = W1 + W2 − L1W1 + (L1 + L2)W2

L
(2.7)

C

VA VB

A

W1

B

L1

L

L2

x

D

W2

VA
Qx

Mx

x

(1) 0 <= x <= L1

VA
Qx

Mx

x

(2) L1
<= x <= L1 + L2

CW1

VA
Qx

Mx

x

(3) L1 + L2
<= x <= L

C
W1 D

W2

断面力

Qx = VA

Mx = xVA

Qx = VA −W1

Mx = x(VA −W1) + L1W1

Qx = VA − (W1 + W2)
Mx = xVA − (x− L1)W1 − `W2

`

図 2.4: 単純梁・２点荷重

(2)断面力

支点Aを起点として 3つの区間に分けて考える。

・区間AC（0 ≤ x ≤ L1）：はりに作用している力は VAとQxの２つ。これらがつり合っているので

せん断力は ∑
Y = VA −Qx = 0, ... Qx = VA (2.8)

曲げモーメントは

∑
M = x× VA −Mx = 0, ... Mx = xVA





MA = 0

MC = L1VA

(2.9)

・区間CD（L1 ≤ x ≤ L1 + L2）：はりに作用している力は VA，荷重W1とせん断力Qxの３つ。これ

らがつり合っているのでせん断力は

∑
Y = VA −W1 −Qx = 0, ... Qx = VA −W1 (2.10)

曲げモーメントは

∑
M = x× VA − (x− L1)×W1 −Mx = 0,

... Mx = (VA −W1)x + L1W1





MC = L1VA

MD = L1VA + L2(VA −W1)
(2.11)
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・区間DB（L1 + L2 ≤ x ≤ L）：はりに作用している力は VA，荷重W1, W2とせん断力Qxの４つ。こ

れらがつり合っているのでせん断力は

∑
Y = VA −W1 −W2 −Qx = 0, ... Qx = VA − (W1 + W2) (2.12)

曲げモーメントは

∑
M = x× VA − (x− L1)×W1 − (x− L1 − L2)×W2 −Mx = 0

... Mx = x(VA −W1 −W2) + L1(W1 + W2) + L2W2 (2.13)



MD = L1VA + L2(VA −W1)

MB = L(VA −W1 −W2) + L1(W1 + W2) + L2W2

(2.14)

図 2.5の単純ばりの場合，VA =15 kN, VB =10 kN，MC =15 kNm，MD =20 kNmとなる。

C D BA

C D BA

15kN
5kN

10kN

15kNm

20kNm

Q図

M 図

+

−

+

C D
BA

10kN
15kN

1m 1m

4m

図 2.5: 単純梁・２点荷重のQ図・M 図

※補足：Mx は Qx が分かれば dMx/dx = Qx を活用して積分計算で容易に求められるので紹介しておく。
・区間 AC(0 ≤ x ≤ L1)

Mx =
∫

Qxdx + C =
∫

VAdx + C = VAx + C1

積分定数 C1 は支点 A(x = 0)での曲げモーメント 0であるので C1 = 0となりMx = xVA が得られる。
・区間 CD(L1 ≤ x ≤ L1 + L2)

Mx =
∫

Qxdx + C =
∫

(VA −W1)dx + C = (VA −W1)x + C2

積分定数 C2 は C点 (x = L1)での曲げモーメント L1VA であるので C2 = L1W1 となり

Mx = x(VA −W1) + L1W1

・区間 DB(L1＋ L2 ≤ x ≤ L)]

Mx =
∫

Qxdx + C =
∫
{VA − (W1 + W2)}dx + C = xVA − (W1 + W2)x + C3

積分定数C3はD点 (x = L1+L2)での曲げモーメント (L1+L2)VA−L2W1であるのでC3 = L1(W1+W2)+L2W2

となり
Mx = x(VA −W1 −W2) + L1(W1 + W2) + L2W2
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２－３．３点荷重のケース

2点荷重の計算の要領が解れば 3点荷重の反力や断面力の計算は容易と思う。せん断力は仮想切断し

た領域までの力のつり合いの式より求められる。曲げモーメントは各自計算されたい。

VB =1.5

A B

VA =2

3

1.5

2

1.5

6m

1.5 1.5 1.5

2

−1

0.5

−1.5

+

−−−
+

C D E

C
D

EA B

AC：Qx = VA = 2

CD：Qx = VA −W1 = −1

(W1)

(W2)

(W3)y

DE：Qx = VA −W1 + W2 = 0.5

EB：Qx = VA −W1 + W2 −W3 = −1.5

※仮想切断した領域までの力のつり合いより
せん断力は容易に求まる。

図 2.6: 単純梁・３点荷重

２－４．均一分布荷重のケース

(1)反力

A B

w kN/m

L

x
VA

VB

A

L

x

VA
VB

Qx

Mx

部分総荷重:wx

C

L/2

図 2.7: 単純梁・等分布荷重

反力 VA, VB は力のつり合いから

∑
Y = VA + VB − wL = 0,

∑
M =

L

2
VA − L

2
VB = 0 ... VA = VB =

L

2
w (2.15)

(2)断面力

A端から距離 xの位置で仮想切断して断面力を求める。せん断力は

∑
Y = VA − wx−Qx = 0,

∑
M = xVA − (x/2)× wx−Mx = 0

... Qx = VA − wx =
L

2
w − wx





A点 QA = VA

C点 QC = 0　

B点 QB = VA − wL

(2.16)
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曲げモーメントは

Mx = xVA − w

2
x2 =

L

2
wx− w

2
x2





A点 MA = 0

C点 MC = wL2/8 (max)

B点 MB = 0

(2.17)

Mxは 2次曲線で表され中点 Cで最大値Mmax
C = wL2/8をとる。w = 10, L = 10とした場合のQ図，

M 図は次の通り。

50 kN

50 kN

A C B
125 kN

Mx = −5x2 + 50x

A C B
Qx = −10x + 50

++

−

Q図 M 図

図 2.8: 単純梁・等分布荷重のQ図・M 図

・蛇足：曲げモーメントMxをせん断力Qxの積分で求めよ。

２－５．部分均一分布荷重のケース

単純ばりに部分的に均一分布荷重 w kN/mが作用している場合を見よう。

w

L

VA VB

L1 L2 L3

A B

C D
x

図 2.9: 単純ばり均一分布荷重

(1)反力

∑
Y = VA + VB − wL2 = 0,

∑
M =

(
L1 +

L2

2

)
L2w − LVB = 0

より

VA =
wL2

2L
(L2 + 2L3), VB =

wL2

2L
(2L1 + L2) (2.18)

(2)断面力

せん断力





区間AC(0 ≤ x ≤ L1) Qx = VA =
wL2

2L
(L2 + 2L3)

区間 CD(L1 ≤ x ≤ L1 + L2) Qx = VA − w(x− L1)

区間DB(L1 + L2 ≤ x ≤ L) Qx = VA − wL2 = −wL2

2L
(2L1 + L2)

(2.19)
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曲げモーメントの計算は dMx/dx = Qxを使う。

区間ACでは

Mx =
∫

Qxdx + C1 =
∫

VAdx + C1 = xVA + C1

x = 0：MA = 0より C1 = 0となるので

Mx = xVA (2.20)

区間 CDでは

Mx =
∫

Qxdx + C2 =
∫
{VA − w(x− L1)} dx + C2 = xVA − 1

2
w(x− L1)2 + C2

x = L1：MC = L1VAより C2 = 0となるので

Mx = xVA − 1
2
w(x− L1)2 (2.21)

dMx/dx = 0より x = L1 + (VA/w)。この位置で曲げモーメントは最大値となる。

Mmax = VA

{
L1 +

L2

4L
(L2 + 2L3)

}
(2.22)

区間DBでは

Mx =
∫

Qxdx + C3 =
∫

(VA − wL2)dx + C3 = (VA − wL2)x + C3

x = L1 + L2：MD = (L1 + L2)VA − 1
2wL2

2よりC3 = wL2(L1 + L2)− 1
2wL2

2となるので，途中の計算

は煩雑だが結果として

Mx = VB(L− x)

を得る。具体的に w = 10, L1 = 3, L2 = 2, L3 = 1とおいた場合，各区間の断面力は




AC： Qx = 6.7

CD： Qx = 6.7− 10(x− 3)

DB： Qx = −13.3

Mx = 6.7x

Mx = −5x2 + 36.7x− 45

Mx = −13.3(x− 6)

(2.23)

となる。(2.23)よりQ図とM 図を描くことができるが，ここではQ図を描いてその図をベースにM

図を描くことにする。図 2.10を参照されたい。詳しい説明は不要だろう。
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S3 = −13.3× 1 = −13.3

B
C

6.7

−13.3

A
D

BCA D

3m

S2 = −6.7

2m 1m

S1 = 6.7× 3 = 20.1

S1 + S2 = 13.3

S1 = 20.1

S1 + S2 + S3 = 0

2次曲線を描く

a

b

Q図

Q図よりM 図を描く

＋

＋

－

直線
直線

Mmax = 22.2

Qx = 0

M 図

図 2.10: 部分均一分布荷重のQ, M 図

　

２－６．放物線分布荷重

最後に放物線分布荷重のケースを見ておこう。計算は簡潔にしているので確認しながら進められたい。

· · ·
A B
VA VB

x

L

w= w0

( x

L

)2

C

図 2.11: 放物線分布荷重

(1)反力

放物線分布の総荷重をW とすると

W =
∫ L

0
wdx =

1
3
w0L (2.24)

したがって

VA + VB = W =
1
3
w0L (2.25)

A点のモーメントのつり合いより

MA =
∫ x

0
xwdx− LVB = 0, ... VB =

w0L

4
, VA =

w0L

12
(2.26)

(2)断面力
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C点でのせん断力は

Qx = VA −
∫ x

0
wdx = VA − w0x

3

3L2
=

w0L
2

12

(
1− 4

x3

L3

)
(2.27)

したがって曲げモーメントは

Mx =
∫

Qxdx + C =
w0L

12

(
x

L
− x4

L4

)
(... M0 = 0) (2.28)

第 2話はここらあたりで終了し，第 3話はラーメン構造を取りあげよう。

－－－－－－－－　おまけ　－－－－－－－－－

集中荷重

分布荷重

単純ばり

集中荷重

分布荷重

片持ちばり

M 図

−
+

−
+

−
+

−
+

Q図 −
+

−
+

−
+

−
+

−
+ −

+

−
+ −

+

図 2.12: 代表的な梁とQ図・M 図の形
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第 3話. 平面構造物のつり合い（３）

３．ラーメン

ラーメン構造の種類

静定ラーメンには大きく分けて片持ちばり系，単純ばり系，3ヒンジ系6の 3種類がある。片持ちば

片持ちばり系 単純ばり系 3ヒンジ系

固定支点 ピン支点 ローラー ピン支点 ピン支点

ヒンジ (ピン)

支点
h = 3 h = 2 h = 1 h = 2 h = 2

図 3.1: 静定ラーメンの種類

り系は支点が固定支点，単純ばり系はピン支点とローラー支点，３ヒンジ系は２か所ともピン支点で部

材中のどこかにヒンジ（ピン）があり，ラーメンの部材と部材の結合部（節点）は互いに回転できず，

剛に接合されている。3ヒンジ系はピン支点が 2つあるので反力の数は 4個になり 3つの力のつり合い

の式だけでは解けないように思われるが，部材がヒンジ（ピン節点）でつながっていて回転が自由にな

るので，その点での曲げモーメントは 0になるという条件を付加することで解くことできる。

静定ラーメンは単純ばりの 1次元構造物と違って 2次元の構造物となるので，断面力を計算するに

あたってせん断力や曲げモーメントの正負の向きを決めておかなければならないが，図 3.2のように 1

次元単純ばりを折り曲げたものをラーメンとみなして正負の向きを決めておく。視点はラーメンの内側

にある。

Qx

Mx

Qx
x

A

B C

D
xA

xB xC

xB xC

xD

M
Q

N

P

Nx

Qx

Mx

Qx

P

Nx

●単純ばりの仮想切断と Q, M, N の矢印

A B

A B

●静定ラーメンの仮想切断と Q, M, N の矢印

VA VB

VA VB
VB

VA

図 3.2: ラーメンの断面力図

62個のピン支点と 1個のヒンジの合計 3個のピンをもつ骨組み。
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３－１．単純ばり系ラーメン

３－１－１．単純ばり系ラーメン：鉛直荷重のケース

E点に鉛直荷重 P が作用する単純ばり系ラーメンの反力と断面力を求める。

A

B C

D

h

E

`

a b

P

A
x

VA

Nx

VA VD

P

B
E

VA

A

B

VA

A

P

E

VA

A

C

D

VD

（１） （２） （３） （４）

x1

x2
x3

Qx1

Mx1

Qx2

Mx2

x4

Nx4

Nx3

Mx3

仮想切断
HA

二
イ

ロ Bハ

Mx4

図 3.3: 鉛直力が作用するラーメンと仮想切断

(1)反力

ピン支点Aには水平反力HAと鉛直反力 VAが，ローラー支点Bには鉛直反力 VBが生じる。水平外

力は働いていないので

∑
X = HA = 0 ... HA = 0 (3.1)

∑
MA = a× P − `× VD = 0 ... VD =

Pa

`
(3.2)

∑
Y = VA + VD − P = 0 ... VA =

Pb

`
(3.3)

(2)断面力

図に示すようにAB,BC, CD区間での仮想切断を考える。

・区間ABの間の任意の位置 x (0 ≤ x ≤ h)で仮想切断

∑
Y = VA＋Nx = 0 ... Nx = −Pb

`
(3.4)

Qx = 0, Mx = 0 (3.5)

・区間 BEの任意の位置 x1 (0 ≤ x1 ≤ a)で仮想切断

∑
Y = VA −Qx1 = 0 ... Qx1 =

Pb

`
(3.6)

∑
M = x1 × VA −Mx1 = 0 ... Mx1 =

Pb

`
x1 (3.7)

Nx1 = 0 (3.8)
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・区間 ECの任意の位置 x2 (a ≤ x2 ≤ `)で仮想切断
∑

Y = VA − P −Qx2 = 0 ... Qx2 = −Pa

`
(3.9)

∑
M = x2 × VA − (x2 − a)× P −Mx2 = 0 ... Mx2 = P

{
b

`
x2 − (x2 − a)

}
(3.10)

Nx2 = 0 (3.11)

・区間 CDの任意の位置 x4 (0 ≤ x4 ≤ h)で仮想切断（支点Dを起点とすると計算が楽）。
∑

Y = VD＋Nx4 = 0 ... Nx4 = −Pa

`
(3.12)

∑
M = Mx4 = 0, Qx4 = 0 (3.13)

得られた結果をまとめると次のようになる。

せん断力 曲げモーメント　 　軸方向力　

区間AB Qx = 0 Mx = 0 Nx = −Pb/`

区間 BE Qx1 = Pb/` Mx1 = (Pb/`)x1 Nx1 = 0

区間 EC Qx2 = −Pa/` Mx2 = {(b/`)x2 − (x2 − a)}P Nx2 = 0

区間 CD Qx3 = 0 Mx3 = 0 Nx3 = −Pa/`

(3.14)

A

B C

D

E

Pb
`

Pa
`

+

−

A

B C

D

E
+

Pab/`

A

B C

D

E

− −

Q図 M 図 N 図

Pb/` Pa/`

図 3.4: 鉛直荷重ラーメンのQ，M，N 図

３－１－２．単純ばり系ラーメン：水平荷重のケース

ラーメンの B点に水平力 P が作用する場合の反力と断面力を求める。

A

B C

D

VA VD

P

HA

h
`

図 3.5: 水平力が作用するラーメン

(1)反力

ローラー支点Dには鉛直方向の反力 VD しか生じない。ピン支点Aの水平反力をHAとすると，力
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のつり合いの式より

∑
X = P + HA = 0 ... HA = −P (3.15)

∑
Y = VA + VD = 0 ... VA = −VD (3.16)

∑
M = h× P − `× VD = 0 ... VA = −Ph/`, VD = Ph/` (3.17)

(2)断面力

図 3.6に示すように仮想切断する。

（２）

HA

P

VDVA

D

CB

A

x

Qx

Mx

Nx

Mx

Nx

Qx

HA

P

VDVA

D

CB

A
（３）x

A

B C

D

VA VD

P

HA

Qx

Mx
Nx

（１）x

図 3.6: 水平力が作用するラーメンと仮想切断

・区間AB (0 ≤ x ≤ h)

∑
X = HA + Qx = 0 ... Qx = −HA = P (3.18)

∑
Y = VA + Nx = 0 ... Nx = −VA = P (3.19)

∑
M =−x×HA −Mx = 0 ... Mx = −HAx = Px (3.20)

・区間 BC (0 ≤ x ≤ `)

∑
X = HA + P + Nx = 0,

∑
Y = VA −Qx = 0,

∑
M = −h×HA + x× VA −Mx

... Qx = −P, Mx = P (h− x), Nx = 0 (3.21)

・区間DC (0 ≤ x ≤ h)

∑
X = Qx = 0,

∑
Y = VD + Nx = 0, ... Nx = −P,

∑
M = Mx = 0 (3.22)

A

B C

D

++

−
−

Q図 M 図 N 図
P P

Px

P
P (h− x)

P

図 3.7: 水平荷重ラーメンのQ, M, N 図
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３－２．片持ちばり系ラーメン

３－２－１：片持ちばりラーメン：鉛直荷重のケース

自由端Aに鉛直荷重 P が作用している片持ちばりラーメンの断面力を求める。AB，BC，CDの各

区間ごとに仮想切断し，自由端側で計算する（こうすることで反力を求める必要がないというメリット

がある）。なお，水平荷重はないので水平軸方向力は 0となる。

Mx

Nx

Mx Qx

MxQx

x
D

C

B
A

P

x

D
C

B
A

P

x

D
C

B A

PP

AB

C
D

h a b

`

（１） （２） （３）

MD

VD

HD

図 3.8: 片持ち梁系ラーメン

(1)反力

支点Dの反力を VD, HD, MDとすると

∑
X = 0 + HD = 0,

∑
Y = VD − P = 0,

∑
M = MD − bP = 0

... HD = 0, VD = P, MD = bP (3.23)

(2)断面力

・区間AB(0 ≤ x ≤ a)

Nx = 0 (3.24)
∑

Y =−P + Qx = 0 ... Qx = P (3.25)

∑
M = x× P + Mx = 0 ... Mx = −Px





0 (x = 0)

−Pa (x = a)
(3.26)

・区間 BC(0 ≤ x ≤ h)

Qx = 0 (3.27)
∑

Y =−P −Nx = 0 ... Nx = −P (3.28)
∑

M = a× P + Mx = 0 ... Mx = −Pa (3.29)

・区間 CD(0 ≤ x ≤ `)

∑
Y =−P −Qx = 0 ... Qx = −P (3.30)

∑
M = (a− x)× P −Mx = 0 ... Mx = P (a− x)





Pa (x = 0)

−Pb (x = `)
(3.31)
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AB

C D

AB

C D

+

−

AB

C D

−

− −

−
+

Q図 M 図 N 図P

P

Mx = −Px

Pa

Mx = P (a− x)

P

図 3.9: 水平荷重片持ち梁ラーメンのQ, M, N 図

３－２－２．片持ちばり系ラーメン：水平荷重のケース

図 3.10の片持ちばりラーメンの断面力を求める（反力は各自計算されたし7）

2 kN
A

B C

D

3m

3m
2m

1m

図 3.10: 片持ち梁ラーメン

(1)断面力

A点，B点，C点を起点として断面力を求める位置を xとする。

2 kN
A

B C

D

2kN
A

B C

D

2kN
A

B C

D

（１） （２） （３）

x

x

x
Qx

Mx
Qx

Mx

Nx
Qx

Mx

Nx

図 3.11: 片持ち梁ラーメンの仮想切断

・区間AB(0 ≤ x ≤ 2)

Nx = 0 (3.32)
∑

X = 2 + Qx = 0 ... Qx = −2 (3.33)

∑
M =−x× 2−Mx = 0 ... Mx = −2x





0 (x = 0)

−4 (x = 2)
(3.34)

7HD = −2kN（左向き), VD = 0, MD = −2kNm（反時計回り）
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・区間 BC(0 ≤ x ≤ 3)

Qx = 0 (3.35)
∑

X = 2 + Nx = 0 ... Nx = −2 (3.36)
∑

M =−2× 2−Mx = 0 ... Mx = −4 (3.37)

・区間 CD(0 ≤ x ≤ 3)

Nx = 0 (3.38)
∑

X = 2−Qx = 0 ... Qx = 2 (3.39)

∑
M =−(2− x)× 2−Mx = 0 ... Mx = −2(2− x)




−4 (x = 0)

2 (x = 3)
(3.40)

A

B C

D

A

B C

D

A

B C

D

+

− −
−

−

+

−

Q図 M 図 N 図

2 kN

2 kN

Mx = −2x

4 kNm

Mx = −2(2− x)

2 kN

３－３．３ヒンジ系ラーメン：鉛直荷重のケース

図 3.12の３ヒンジラーメンの反力と断面力を求める。支点A，Fはピン支点なので水平と鉛直の合

計 4つの反力を生じる。力のつり合いの式は 3つで未知数が 1つ多いのでこのままでは解けなが，ピン

A

B

F

E
C D

h

VA VF

`

`/4 `/4 `/2

HA HF

P ピン節点

A

B

F

E
C D

VA VF

HA HF

P

D

`/4 `/4 `/2

図 3.12: ３ヒンジラーメン

節点では曲げモーメントは必ずゼロになる。この条件式を付加することで解くことができる。



29

(1)反力

力のつり合いの式より




∑
X = HA + HF = 0 ... HA = −HF (向きは反対)

∑
Y = VA + VF − P = 0 ... VA + VF = P

∑
MA = `/4× P − `× VF = 0 ... VF = P/4, VA = 3P/4

(3.41)

次にピン節点D点での曲げモーメントは 0（D点の左側からの曲げモーメントも右側からの曲げモー

メントも共にゼロになる）という条件を使う。仮に左側のD点回りのモーメントを考えると
∑

MD = `/2× VA − h×HA − `/4× P = 0 ... HA = `P/8h (3.42)

以上 4つの式より

VA = 3P/4, VF = P/4, HA = P`/8h, HF = −P`/8h (3.43)

(2)断面力

A

B

F

E
C D

VA VF

`

`/4 `/4 `/2

HA HF

P

A

B

F

E
C D

VA VF

HA HF

P

A

B

F

E
C D

VA VF

HA HF

P

A

B

F

E
C D

VA VF

HA HF

P

x

QxMx

Nx

x
x

x

図 3.13: 3ヒンジラーメンの断面力を求める

AB間





∑
X = HA + Qx = 0 ... Qx = −HA = −P`

8h∑
Y = VA + Nx = 0 ... Nx = −VA = −3P

4∑
Mx = −x×HA −Mx = 0 ... Mx = −HAx = −P`

8h
x, MB = −P`

8

(3.44)

BC間





∑
X = HA + Nx = 0 ... Nx = −HA = −P`

8h
∑

Y = VA −Qx = 0 ... Qx = VA =
3P

4
∑

Mx = −h×HA + x× VA −Mx = 0

... Mx = −HAh + VAx = −P`

8
+

3P

4
x, MC =

P`

16

x = `/6でMx = 0（反曲点）となる。

(3.45)
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DE間





∑
X = HA + Nx = 0 ... Nx = −HA = −P`

8h
∑

Y = VA − P −Qx = 0 ... Qx = VA − P = −P

4
∑

Mx = −h×HA + x× VA − (x− `/4)× P −Mx = 0

... Mx = −HAh + VAx =
P`

8
− P

4
x, MD = 0, ME = −P`

8

(3.46)

FE間





∑
X = Qx −HF = 0 ... Qx = HF =

P`

8h
∑

Y = Nx + VF = 0 ... Nx = −VF = −P

4
∑

Mx = x×HF −Mx = 0

... Mx = HF x =
P`

8h
x, ME =

P`

8
, MF = 0

(3.47)

M 図で曲げモーメントが 0になる点を境に部材のわん曲の凹凸が逆になっている。その点を反曲点と

呼んでいる。

Q図 M 図 N 図

+

− + − −
−− −

8h
P`

3P
4

P
4

8h
P`

P`
8

P`
8

P`
16

3P
4

P
4

P`
8h

反曲点

−
−

図 3.14: ３ヒンジラーメンQ, M N 図

以上，第 3話はここらで終わり，第 4話ではトラス構造を見ていく。

●おまけ：片持ち梁と断面力 ———

1次元単純ばりを折り曲げたものをラーメン構造とみなすとせん断力や曲げモーメントの正負の向き

を容易に決められるといったが，図 3.15の片持ちラーメンを考えよう。この構造物の場合，（１）の側

から見ると「はり」として見ていることになるが，一方（２）の側から見れば，A点に破線で示した水

平材があると仮定するなら「ラーメン」として見ているとも考えられる。そこで（１）はりとして見

る立場と（２）ラーメンとして見る立場，それぞれの立場で断面力の矢印を描くとどうなるかを考え

よう。
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A

B C

P

`

`
（１）「はり」として見る立場

（２）「ラーメン」として見る立場
x

x

図 3.15: 片持ち梁ラーメン

（１）はりの立場

はりをAB間とBC間に分けて考え，A点，B点をそれぞれの起点にとると，各区間の断面力の矢印

は図 3.16のようになる。

A

B C

P

xQx

Mx

A

B C

P

x

Qx

Mx

はり AB間 はり BC間

Nx
Nx

図 3.16: はりとして見た立場

断面力は

・区間AB





∑
X = P −Qx = 0,

∑
Y = −Nx = 0 ... Qx = P, Nx = 0

∑
M = x× P −Mx = 0 ... Mx = Px





x = 0 : MA = 0

x = ` : MB = P`

(3.48)

・区間 BC





∑
X = P + Nx = 0,

∑
Y = −Qx = 0 ... Qx = 0, Nx = −P

∑
M = `× P −Mx = 0 ... Mx = P`

(3.49)

となる。一方，ラーメンの立場から見ると

（２）ラーメンの立場

各区間の断面力の矢印は図 3.17のようになる。

A

B C

P

xQx

Mx

A

B C

P

x

Qx

Mx

AB間（起点：A） BC間（起点：B）

Nx
Nx

図 3.17: ラーメンとして見た立場
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断面力は

区間AB





∑
X = P −Qx = 0,

∑
Y = −Nx = 0 ... Qx = P, Nx = 0

∑
M = x× P + Mx = 0 ... Mx = −Px





x = 0 : MA = 0

x = ` : MB = −P`

(3.50)

区間 BC





∑
X = P + Nx = 0,

∑
Y = −Qx = 0 ... Qx = 0, Nx = −P

∑
M = `× P + Mx = 0 ... Mx = −P`

(3.51)

以上の結果を表にまとめると

見　方 区間 Qx Mx Nx

はり AB P Px 0

BC 0 P` −P

ラーメン AB P −Px 0

BC 0 −P` −P

いずれの見方をとっても曲げモーメントを除く断面力は符号を含めて同じ値となるが，曲げモーメ

ントだけは正負の符号が（１）と（２）で逆転している。これは図 3.18からもわかるように（１）の

立場の場合と（２）の立場の場合とでは部材の変形の凹凸がちょうど逆になって見えることによる。

A

CB（１）

A

CB（１）

A

CB（１）

せん断力 曲げモーメント 軸方向力

（２）（２） （２）

P P P

上に凸の変形に見える
M(−)

下に凸の変形に見える
M(−)

図 3.18: 断面力による部材の変形
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第 4話. 平面構造物のつり合い（４）

４．静定トラス

トラス構造の特長

トラス構造というのは部材が三角形を単位とした骨組みで，部材と部材の節点（接合部）がすべて

「ピン接合」という特長をもつ。ピン接合点では曲げモーメントがゼロで，外力は節点のみに加わり，

各節点に集まる力はつり合っている。断面力として軸方向力のみ生じ，せん断力と曲げモーメントは生

じない。トラスに荷重が作用したとき，構成部材すべてに軸方向力が発生するわけでもない。軸方向力

外力
ピン節点（節点のみに作用）
（曲げモーメントを伝えない）

V

H

V
(反力)

軸方向力のみが発生

下弦材

上弦材

斜材

図 4.1: トラス構造

の発生しない部材をとくにゼロ部材とかゼロメンバーというが，くわしくは補足の項を参照されたい。

引張部材 圧縮部材
外力
内力

引張力（＋）

P P P P

P P P P

圧縮力（－）
（節点から部材内部に向かう） （部材内部から節点に向かう）

（外力で引張られている） （外力で圧縮されている）

内力 内力

図 4.2: 軸方向力の正・負

トラスには三角形の骨組みの構成方法によっていろいろな種類があり，代表的なものを以下に示す。

（キングポストトラス）（クイーンポストトラス） （平行弦トラス）

単純ばり系 片持ちばり系

真束 (しんづか)
(キングポスト)

対束 (ついづか)
(クイーンポスト)

図 4.3: トラス構造の種類
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軸方向力N を求める計算法

静定トラスの軸方向力を求める主な方法として「節点法」と「切断法」がある。尚，示力図を使った

図式解法もあるが，これは補足で触れよう。

A．節点法： 各節点ごとに作用する力のつり合い条件式を立て軸方向力を求めていく方法。

全体の複数部材の断面力を求める場合によく使われる。

B．切断法： 単純ばりの場合と同様に，求める点でトラスを切断し片側で計算する方法。

ある特定の部材に働く軸方向力を求める場合によく使われる。

４－Ａ.節点法

次のトラスを考える。

A

B

C

5m

4m

3m
60 kN

HC

HB

VB 60 kN
N1

N2

θ

A

N3

N2

HC

CC

B B

A

図 4.4: ３部材で構成されたトラス

(1)反力

力のつり合いの式から

∑
X = HB + HC = 0 ... HB = −HC （大きさは同じだが向きは反対） (4.1)

∑
Y = VB − 60 = 0 ... VB = 60 (4.2)

∑
M = 4× 60− 3×HC = 0 ... HC = 80 (4.3)

(2)軸方向力

A点に作用する軸方向力を正（引張力）の向きに仮定し，それぞれN1, N2とする。節点Aでの力の

つり合いの式から

∑
X = HB + HC = −N2 −N1 cos θ = 0 ... N2 = −(4/5)NAB

∑
Y = N1 sin θ − 60 = 0 ... N1 = 100, N2 = −80

N1は正なのでAB材は引張部材，N2はマイナスなので部 C材は圧縮材となる。

次に節点 Cについて考える。節点 Cには反力HC = 80 kNと軸方向力N2, N3が作用している。力

のつり合いの式より

∑
X = HC + N2 = 80− 80 = 0,

∑
Y = N3 = 0

これから部材 BCの軸方向力は 0となることがわかる（ゼロ部材！）。
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A

B

C

60 kN

N1 = 100 kN(引張力)

N2 = −80 kN(圧縮力)

N3 = 0

VB = 60kN
HB = −80kN

HC = 80kN

図 4.5: 節点法

※補足：図式解法
トラスは「各節点に集まる力はつり合っている」ので，例えば節点Aのまわりの力のベクトルを向きに注意し

て書くと図 4.6のようになり，節点にかかる力がつり合うとき力の矢印は一周して閉じる。力のベクトルの始点

60 kN

100kN

−80kN

θ

A

60kN
100kN

80kN
θ

B

C

図 4.6: 示力図

と終点をつなぎ合わせた図を示力図（force diagram）というが，力のつり合いの条件は，図式的には示力図が閉
じるということになる。このことを利用して軸方向力を求める方法は図式解法と呼ばれる8。なお，先ほど計算
したやり方は数式解法と呼ばれる。
exa.1) 次のトラスの軸方向力を図式解法で求めよう。

A B

C D

1m

1m

10kN

VA VB

HA A B

C D

1m

1m

10kN

VA = −10 kN VB = 10k̇N

HA =−10kN

10 N1

N2

10 N1 = −10

N2 = 0

C（１）

（２）

節点Ｃ

(圧縮力)

図 4.7: 図式解法

反力を求める。反力の矢印を図 4.7のように書き込んでおくと，力のつり合いより
∑

X = HA + 10 = 0 ... HA = −10
∑

Y = VA + VB = 0 ... VA = −VB

∑
M = 1× 10− 1× VB = 0 ... VB = 10, VA = −10

次に，未知の軸応力が 2つ以下の節点を見つけてそこから解いていく。とりあえず C点から考えよう。引張力は
節点から離れていく方向が正なので図 4.7の（１）に示すように N1, N2 を設定すると，この示力図が閉じるに

8図式解法をよりシステマティックにしたクレモナ解法があるが詳細は省略。Luigi Cremona：イタリアの数学者（1830-1903)



36

はN1 = −10, N2 = 0でなければならない。つまり部材 CDは圧縮材となる。
次に節点Dを考えよう。節点DにはN1の圧縮力と未知のN3，N4の軸方向力が働いている。既知のN１をベース

に矢印が１周するようにN4, N3の方向を定めてその長さ（力の大きさ）を求めると N3 = 10 kN，N4 = 10
√

2 kN

N1 = −10kN

N3

D

N4(圧縮力)

N1 10

示力図が閉じる
ように矢印を描く

45◦

(圧縮力) (引張力)

D

と求まる。N3 の矢印の向きは節点 Dに向かっているので圧縮力，N4 は節点 Dから離れる向きなので引張力と
なることが分かる。
節点 Bには反力 VB = 10 kNと先ほど求めた N3 = 10 kNの圧縮力と未知の軸方向力 N5 が働いているので，

示力図を描くと

VB = 10 kN)

N3

N5

VB = 10 kN)

N3 = −10 kN
N5 = 0

A B

C D

N5 = 0

N3 = −10 kN

10kN N1 = −10 kN

N4 = 10
√

2 kN

N2 = 0 N4

これからN5 = 0となる。部材 ABはゼロ部材であることが分かる。

exa.2)ついでにもう一つ，図 4.8のトラス部材を考えよう。

A B
C

D
30kN

4m 4m

3m

VA = 15kN

15kN

A A
N1 = 20kN

N2 = 25kN

N1 = 20kN

N3 = 0

N4 = 20kN

(引張)

(圧縮)

(引張)

N5 = −25N2 = −25

N4 = 20N1 = 20

N3 = 0

30kN
D

C

BAθ

θ

C

図 4.8: トラス

節点 A，B の反力は対称性から VA = VB = 30 ÷ 2 = 15kN。節点 A に注目して閉じた示力図を描くと
N1 = 20 KN，N2 = 25 kNと得られる。N1の矢印の向きは節点Aから離れる方向なので引張力，一方N2の矢印
は節点に向かう方向なので圧縮力となる。N1が得られたので節点Cでの閉じた示力図を描くとN3 = 0, N4 = 20kN
と得られ，N4 は引張力となる。

ゼロ部材の見つけ方
ゼロ部材は節点での力のつり合いには関係しない。力のつり合いは示力図が閉じていることなので，ここから
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ゼロ部材を見つけることができる。具体的には図 4.9を参照していただきたい。タイプ１とタイプ 2を示して
おく。

ゼロ部材

A

B

C

HC NAC

圧縮力反力
つり合い

ゼロ部材

A B

C D

圧縮力

反力ゼロ部材

荷重 P 圧縮力

ゼロ部材荷重

A B
C

荷重 P

荷重 P

ゼロ部材

・example:細線部材がゼロ部材 (please check this out.)

タイプ 1

タイプ 2

図 4.9: ゼロ部材の見つけ方

４－Ｂ．切断法

切断法は次の 3つのステップを踏む。

１）軸方向力を求める部材のある箇所で切断する。ただし，切断する部材の数は 3つ以下とする。

　ただし，軸方向力が分かっている部材を含めれば切断する部材が 4つでも構わない。

２）切断した部材の軸方向力N1, N2, N3を設定する。

３）力のつり合いの式を立て，これを解いて軸方向力を求める。

それでは次の片持ちばり系トラスの軸方向力を求めよう。

A B

E

D

P

√
3`/2

`

C

P

30◦

√
3`/2

VB

HB

HC

図 4.10: 片持ちばり系トラス

(1)反力

力のつり合いより
∑

X = HB + HC = 0 ... HB = −HC
∑

Y = VB − 2P = 0 ... VB = 2P (4.4)

∑
MB = −

√
3`× P −

√
3`

2
× P + `×HC = 0 ... HC =

3
√

3
2

P, HB = −3
√

3
2

P (4.5)
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(2)軸方向力

図中 (a)の切断面について考える。 部材 DEはゼロ部材なので軸方向力は 0である。各部材の断面

に軸方向力N1, N2, N3を図のように仮定すると 力のつり合いより

A B

E

D
P

C

P

30◦

2P

3
√

3
2 P

−3
√

3
2 P A

E

D
P

P

30◦
N1

N2

N3(a)

√
3

2 `

`
2

図 4.11: 切断法（その１）

∑
X = N1 + N2 cos 30◦ + N3 cos 30◦ = N1 +

√
3

2
N2 +

√
3

2
N3 = 0

∑
Y = −N2 sin 30◦ + N3 sin 30◦ − 2P = −1

2
N2 +

1
2
N3 − 2P = 0

∑
MD = −

√
3`

2
× P − `

2
×N1 = 0

これから

N1 = −
√

3P（圧縮）, N2 = −P（圧縮）, N3 = 3P（引張） (4.6)

同様にして (b)で切断すると

A B

E

D
P

C

P

2P

3
√

3
2 P

−3
√

3
2 P A

E

D
P

P

30◦

N3(b)

N4

(b)

−3
√

3
2 P

2P

図 4.12: 切断法（その２）

∑
Y = N4 + N3 sin 30◦ − 2P + 2P = N4 + N3 sin 30◦ = 0 ... N4 = −3

2
P（圧縮）

次に (c)で切断して　

∑
X =−N1 −N5 cos 30◦ =

√
3P −

√
3

2
N5 = 0 ... N5 = 2P（引張）
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A
B

E

D
P

C

P

2P

3
√

3
2 P

−3
√

3
2 P

E

D
P

(c)

−3
√

3
2 P

2P

(c)

N5

N1

3
√

3
2 PC

図 4.13: 切断法（その３）

ということでこのトラスの軸方向力は次のようになる。

A
B

E

D

P

C

P

2P

3
√

3
2

P

−3
√

3
2

P

−3
2
P

−P

−√3P−√3P

3P

2P
0

図 4.14: トラス構造の軸方向力

（蛇足）図 4.14の軸方向力を眺めていると力の伝わり方がよく見え，また，ゼロ部材のこともよく分か

ると思う。
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第 5話. 構造物の安定・不安定

構造物の安定と不安定

構造物は安定構造物と不安定構造物に大別できる。安定構造物は外力を受けても力がつり合い静止

する構造物のことで，一応，力のつり合いの式ですべての反力，断面力が求められる。一方，不安定構

造物は，変形したら形が元に戻らなかったり元の状態を維持できなかったりする。

移動する

落ちる

形が崩れる

安定構造物 不安定構造物

図 5.1: 安定・不安定構造物

安定構造物は”一応”つり合いの式ですべての反力，断面力が求められるといったが，つり合いの式

だけでは反力，断面力が求められないのもある。前者を静定構造物というのに対し，後者を不静定構造

物という。頭に「不」の文字が付いているが不安定の「不」ではないことに留意されたい。

構造物

安定構造物

不安定構造物（構造物として成り立たない）

静定構造物：力のつり合い条件だけで反力・断面力を求められる

不静定構造物：力のつり合い条件だけでは反力・断面力が求められない

不静定構造物は力のつり合い条件式だけでは反力や断面力を求めることができない構造物で，安定

を保つための最小限必要な拘束（数）より多くの拘束（数）を受けている構造物である。力のつり合い

の式以外に必要となる条件式の数を不静定次数といいmで表す。
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不静定次数

図 5.2の単純ばりを考えよう。(1)の単純ばりは未知数となる反力が 4つ，(2)は 5つ存在する。つり

合いの 3式より数が多いので，つり合いの式だけでは反力が求められない。例えば (1)の単純ばりでは

力のつり合いの式より

∑
X = HB = 0,

∑
Y = VA + VB − w` = 0,

∑
M = −w`2

2
+ MB = 0

...VA + VB = w`, MB =
w`2

2
, HB = 0

となるが，個々の反力をこれ以上求めることはできない。求めるための条件式が 1つ不足している。こ

れを 1次不静定（m = 1）の単純ばりという。(2)の単純ばりは 2次不静定（m = 2）となる。

A

VA VB

HB

MB

C

VC

HC

MC

VB

1次不静定 (m = 1)

B

w

A

VA

2次不静定 (m = 2)

B

w（１） （２）

`

図 5.2: 不静定次数

判別式

構造物が安定か不安定化か，静定か不静定かの判断は次の判別式9で判断できる。

判別式 m = s + n + r − 2k





s：部材数 r：剛接合部材数

n：反力の数 k：節点数
(5.1)

m = 0：安定・静定 m > 0：安定・不静定 m < 0：不安定

・部材数：各支点および節点（自由端を含む）間ならびに支点と節点との間の部材を１部材と

　　　　数える。

・剛接合部材数： 1つの部材に注目し，その部材に剛接合でつながっている他の部材の数。あるい

　　　　は剛接合された部材の数から 1を差し引いた数。

・節点数：自由端を含む節点の数。

下手な説明をするより図を見た方が早いと思うので図 5.3を参照していただきたい。

9別の判別式はあとで触れる。
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s = 6

1

2 3

5

4

61

2 3

4

s = 4

r = 5

k = 5

1

2 3

4

5

部材数 (s) 節点数 (k)

剛接合部材数

r = 1 r = 2

1

2

注目部材

r = 3

1
2

13

剛接合部

r = 1

分岐のピン

(1)注目する部材に剛接合している他の部材の数
(2)剛接合している部材の本数－１

（1）：
r = (3− 1)×2 + (2− 1)r = 2− 1 r = 3− 1 r = 4− 1 r = 2− 1（2）：

図 5.3: 部材数，節点数，剛接合部材数の数え方

判別式による判定

それではさっそく判別式を使って (1)から (10)までの構造物を判定してみよう。

(3) (4) (5) (6)

(7) (8) (9) (10)

(1) (2)

図 5.4: 構造物の判定

(1) s = 3, n = 2 + 1 = 3, r = 1, k = 4でm = −1：不安定構造物。

(2) s = 3, n = 1 + 1 = 2, r = 2, k = 4でm = −1：不安定構造物。

(3) s = 3, n = 2× 2 = 4, r = 0, k = 4でm = −1：不安定構造物。

(4) (1)に筋交いが一本入っている。s = 4, n = 2× 2 = 4, r = 0, k = 4でm = 0：安定構造物。

(5) 剛接合部材数に注意が必要。この場合，r = 5となり，s = 6, n = 2 + 1 = 3, k = 6でm = 2：2

次不静定構造物。

(6) s = 7, n = 2× 2 = 4, r = 6, k = 7でm = 3：3次不静定構造物。
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(7) s = 6, n = 2× 2 = 4, r = 2, k = 6でm = 0：安定構造物。

(8) s = 4, n = 2 + 3 = 5, r = 1, k = 5でm = 0：安定構造物。

(9) s = 7, n = 2× 2 + 1 = 5, r = 2, k = 7でm = 0：安定構造物。

(10) s = 12, n = 2 + 1 = 3, r = 0, k = 8でm = −1：不安定構造物。

　
判別式（その２）

この判別式も先ほどの判別式と同じことをいっているが，視点が異なっている。

判別式 m = n + j − 3s





n：支点反力の数（拘束度）

j：接点拘束度

s：部材数

(5.2)

m = 0：安定・静定 m > 0：安定・不静定 m < 0：不安定

部材 1本に対して力のつり合い条件は 3個なので部材 s本では 3s個となる。n + jはこれから求めよう

とする未知数の数。したがって，その差は力のつり合い条件だけでは解けない未知数の数で不静定次数

mとなる。

表 1に支点，接合点における拘束度の数を示しておく。なお，Sは節点に集まる部材の本数を表す。

表 1: 支点・接合点における拘束度
支点 拘束度 (n) 接合点 拘束度 (j)

固定支点 n = 3 剛接合 j = 3(S − 1)

ピン支点 n = 2 ピン接合 j = 2(S − 1)

ローラー支点 n = 1

nや jの数の数え方は図 5.5を参照。

・S = 2 ・S = 3

j = 3

j = 6

j = 2

j = 4

固定支点 ピン支点 ローラー支点

拘束度 n = 3 拘束度 n = 2 拘束度 n = 1

支点

接合点

j = 2

図 5.5: 支点・節点の種類と拘束度

この判別式を使って図 5.4の (3)と (6)の構造物を判定してみよう。

(3) の 2 つの支点はピン節点なので拘束度は n = 2 × 2 = 4。節点拘束度はピン節点ばかりなので
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j = 2(2− 1)× 2 = 4。部材の数は s = 3でm = n + j − 3s = 1となって 1次の不静定構造物。

(6)は n = 4, j = 6 + 3 + 2 + 3 + 6 = 20, s = 7よりm = 3となって 3次の不静定構造物と判定できる。

以下の構造物を判別式で判定した結果は次の通り。

1

2

3

45 6 7
2

44

n = 2 + 1 = 3
j = 3× 4 + 2× 6 = 24
s = 7

m = 6
n = 2 + 1 = 3
j = 2× 4 + 4× 2 = 16
s = 6

m = 1

1

2 2 2

n = 2 + 1 = 3
j = 21
s = 8

m = 0

2 4

6 4

2

3

図 5.6: 判別式その２

次の構造物を判別式その２を使って判定してみよう。

(1) (2) (3) (4) (5)

図 5.7: 判別式その２の問題

結果をまとめると次表のようになる。

　 n　 　 j　 　 s　 　m　 判　定

(1) 3 12 5 0 安定

(2) 3 8 4 −1 不安定

(3) 3 8 4 −1 不安定

(4) 3 9 4 0 安定

(5) 4 6 3 1 1次不静定
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第 6話. 静定構造物の変形（１）

第 1話から第 4話では，はりやラーメン，トラスなどの構造物に荷重が作用したときの反力や断面力

の求め方について説明してきた。構造物は荷重の作用によって変形し，変形がきつくなると構造物の崩

壊につながる。したがって，設計段階で変形量を計算しておく必要があるし，安全上必須の要件。

第 6話では特に「はりの曲げ変形」についての基本的な計算のやり方を説明しよう。

曲げによる変形（たわみとたわみ角）

持ちばりの変形をとりあげよう。片持ちばりの自由端A点に荷重 P がかかるとA点は押し下げられ

て斜めに傾く。この押し下げられた量（変形量）を A点の「たわみ」，傾いた角度（変形角）を A点

の「たわみ角」という。それぞれ δAと θAで表す。A点は自由端とは限らず，はりの任意の位置 C点

での「たわみ」δCと「たわみ角」θCがある。大抵は最大たわみと最大たわみ角に関心があるので，自

由端を問題にすることが多い。

P

A B
たわみ δ

たわみ角 θ

x

`

C

図 6.1: 片持ち梁のたわみとたわみ角

図 6.2にはりの曲げ変形前後の図を示す。図のように曲がれば，はりの上面は圧縮され，下面は引っ

張られる。当然，上面と下面の間には変形で長さの変化しない場所があり，これを中立軸（中立面）と

呼んでいる。はりの曲げ変形の曲線を円弧と見做せば，曲率半径 ρとその逆数 1/ρを曲率 κが設定で

きる。

まお，今後，説明の都合上，y軸は鉛直下方を正の向きにとることとする。

ρ

O O

ρ

A

C

D

E F

C’

D’

B

dx
C C’

G H

y

F

ε · dx中立軸

MM

引張

圧縮

梁の曲げ変形

中立軸

x

y

拡大

dθ

dθ =
1
ρ
dx = κdx

図 6.2: 梁の曲げ変形

さて，はりは曲線的に変形するが，微小変形なので直線で近似し，長方形ABCDが曲げられて台形
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ABC’D’に変形したとして，中立軸から下方 y離れた場所のひずみを考える。BCの長さを dxとする

とGHの長さはひずみを εとして ε · dxである。4OEFと4FGHは相似形なので

dx

ρ
=

ε · dx

y

が成り立ち，これからひずみは

ε =
y

ρ
(6.1)

フックの法則からこの場所の応力は

σ = E · ε =
E

ρ
y　 (6.2)

と表され，σは yに比例することが分かる10。σは曲げ変形によりはりの内部に発生した応力で，縮ん

だ部分には圧縮応力，伸びた部分には引張応力が断面に垂直に作用する。このように，はりに曲げモー

メントが作用したとき、はりに生じる垂直応力をとくに曲げ応力（bending stress）と呼んでいる。

中立軸

y

x

σ

(+)

(−)
M

M

O 中立面
σ

図 6.3: 曲げ応力 σの y軸方向の変化

中立軸から距離 y離れた位置の微小面積 dAを考えよう。そこに作用している力は応力×面積= σdA

で，この力は中立軸まわりに y × σdAなる力のモーメントを引きおこす。このモーメントを断面全体

で足し合わせたものがその断面に作用している曲げモーメントで，曲げモーメントは

M =
∫

A
σydA =

E

ρ

∫

A
y2dA (6.3)

と表せる。ここでヤング率Eや密度 ρは一定とした。

I ≡
∫

A
y2dA (6.4)

とおくと

M =
EI

ρ
= κEI (6.5)

と表せる。I を断面の 2次モーメントといい，その値は断面の形によって決まる。EI は曲げ変形のし

にくさを示す指標で曲げ剛性と呼ばれる。

(6.2)と (6.5)より

σ =
M

I
y (6.6)

曲げ応力 σは曲げモーメントM に比例する。また，σは中立軸で 0で縁端部で最大値をとる11ことが
分かる。

10比例常数 E はヤング率とか弾性係数と呼ばれる。
11縁端部の応力を縁応力という。
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ex）断面が幅 b = 180 ×高さ h = 240mmのはりにM = 50kNmの曲げモーメントが作用するとき，梁の断面
に生じる曲率と最大垂直応力を求めてみよう。E = 2.074× 105n/mm2，I = 2.0× 108mm4 とする。

1
ρ

=
M

EI
=

50× 106

2× 105 × 2.074× 108
= 1.205× 10−6 mm−1

σ =
M

I
× h

2
=

50× 106

2.074× 108 ×
240
2

= 28.9N/mm2　　 //

さて，曲げによる変形の話は第 8話で詳しくとりあげるので，ここではこれくらいにして第 6話の

主題であるたわみ δとたわみ角 θを求める計算法の話に入ろう。計算の方法としては大体次の 3つが代

表的である。

（A）仮想仕事法による計算

（B）たわみ曲線の微分方程式による解法

（C）モールの定理により計算

第 6話では仮想仕事法をみていこう。

Ａ．仮想仕事法による計算の方法

仮想仕事の原理

仮想仕事の原理は「外力のなした仕事量は内力のなした仕事量に等しい」という原理で，これから

「仮想外力が実変位に対してなす仕事は，仮想内力が実変位に対してなす仕事に等しい」

ことが導かれる。詳しい導出のやり方はここでは略する。 内力の仕事量は




せん断力による仕事量 ：
∫

Qγdx

曲げモーメントによる仕事量 ：
∫

Mdθ =
∫

Mκdx (dθ = κdx)

軸方向力による仕事量 ：
∫

Nεdx

(6.7)

で定義されるが，はりやラーメンでは曲げモーメントによる仕事量がせん断力や軸方向力による仕事

量より圧倒的に大きい12ので，通常，これらの仕事量は無視している。

図 6.4をご覧いただきたい。はりの自由端Aに外力 P が作用し，たわみ δを生じてつり合っている。

これを実体系と呼ぶことにする。実体系のはり内部では曲率 κの変形が生じ，曲げモーメントM の断

面力が発生している。外力のなした仕事はWex = Pδ，内力のなした仕事はWin =
∫ `
0Mκdxで，つり

合いからこの両者の仕事量は等しい13。

Pδ =
∫ `

0
Mκdx (6.8)

12第 9話参照
13δ は仮想変位ではない。誤解のないように。
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P

A B
たわみ δ

たわみ角 θ

x

`

C

図 6.4: 片持ち梁のたわみとたわみ角

ここで，外力 P を仮想外力P として考えると，仮想内力は P によって生じる仮想曲げモーメントM

となる。このような仮想外力，仮想内力が働く系を「仮想系」という。はりがつり合いの状態にあると

き，仮想外力のなした仕事量は仮想内力のなした仕事量に等しいという仮想仕事の原理より

P δ =
∫ `

0
M κdx (6.9)

が成り立つ。(6.9)を仮想仕事の式という14。仮想外力 P は任意なので P = 1（単位荷重）とすれば，

変位 δは (6.9)より

δ =
∫

M κdx (6.10)

で表される。曲率 κと曲げモーメントM はM = κEI の関係にあるので，これを上式に代入して

δ =
∫

M

(
M

EI

)
dx (6.11)

を得る。

同様にしてたわみ角 θを求めるには仮想外力モーメントM exのなした仕事は仮想曲げモーメントM

のなした仕事に等しいので

M exθ =
∫

Mκdx (6.12)

ここでM ex = 1とすると

θ =
∫

M

(
M

EI

)
dx (6.13)

が得られる。このように，求めようとする変位やたわみ角の位置に仮想単位荷重，仮想単位モーメント

を作用させた仮想系を考え，仮想仕事の原理を適用して変位やたわみ角を求めていく方法を「単位荷

重法」と呼んでいる15。具体的な計算手順は次の通りである。

1) 実荷重を作用させた場合の場合の曲げモーメントM を求める。

2) 実荷重を除いた仮想系で，たわみ δを求めたい点に仮想単位荷重 P = 1を作用させ，仮想曲げ

モーメントM を求める。

3) 実荷重を除いた仮想系で，たわみ角 θを求めたい点に仮想単位モーメント荷重M = 1を作用さ

せ，仮想曲げモーメントM を求める。

14仮想荷重 P と実体ばりの変位 δ を掛けた仕事量は仮想系の曲げモーメントM と実体ばりの曲率 κを掛けて積分したも
のに等しいということである。

15かなり端折った説明で，腑に落ちない方は参考文献の 3)を参照されたい。
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4) (6.11)，(6.13)にM, M を代入して積分を行い，たわみ δとたわみ角 θを求める。

さっそく具体的な問題に当たっていこう。

Ａ－１．片持ちばり・集中荷重

(1)たわみ δAを求める

図 6.4の片持ちばりの自由端Aのたわみ δAを求める。実荷重が作用している片持ちばりの曲げモー

メントは

M = −Px (6.14)

自由端Aのたわみを求めたいのでA点に仮想単位荷重を作用させる。このときの仮想曲げモーメントは

M = −x (6.15)

したがって自由端A点のたわみは

δA =
∫ `

0
M

(
M

EI

)
dx =

∫ `

0
−x

(−Px

EI

)
dx =

∫ `

0

Px2

EI
dx =

P`3

3EI
　 (6.16)

P

A B
たわみ δA

たわみ角 θA

x

`

C

B

P

A

M = −Px −P`

B

P = 1

A

M = −x −`

実荷重

仮想単位荷重

M 図

B

M = 1

M = 1

仮想単位モーメント荷重

1

A

図 6.5: 仮想仕事法

(2)たわみ角 θAを求める

自由端Aのたわみ角 θAを求めたいので，A点に仮想単位モーメントを作用させた仮想系を考える。

このときの仮想曲げモーメント16は

M =１ (6.17)

したがって，たわみ角 θAは

θA =
∫ `

0
M

M

EI
dx =

∫ `

0
1 · −Px

EI
dx = − P`2

2EI
(6.18)

マイナス符号は仮定した単位モーメント荷重の方向に対して逆方向にたわみ角が生じることを意味し

ている。

16モーメント荷重は梁のすべての位置に等しいモーメントの影響を与える。
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P

B

δA =
P`3

3EI θA = − P`2

2EI

`

A

図 6.6: たわみとたわみ角

(ex.1) ヤング率 E = 2 × 108kN/m2,断面 2 次モーメント I = 4.68 × 10−4m4，` = 5m のはりに

P = 30kNの荷重がかかっている場合の最大たわみ δAとたわみ角 δAは

δA =
P`3

3EI
=

30× 53

3× 2× 108 × 4.68× 10−4
= 0.0134 (m)

θA =− P`2

2EI
= − 30× 53

2× 2× 108 × 4.68× 10−4
= −4.006× 10−3 (rad) = −0.23◦

Ａ－２．単純ばり・集中荷重

長さが `の単純ばりの中点 Cに荷重 P が作用している。支点 Aから `/4の位置のたわみ δC を求め

よう。

`

`/4
`/2

A BD C

`

`/4
`/2

A BD

P P = 1仮想系実体系
x

図 6.7: 単純ばり・集中荷重

実体系の単純ばりの曲げモーメントは




区間AC (0 ≤ x ≤ `/2 Mx =
Px

2

区間 CB (`/2 ≤ x ≤ ` Mx =
P (`− x)

2

(6.19)

いま，D点のたわみ δDを求めたいので，仮想系単純ばりのD点に仮想単位荷重 P = 1を作用させる。

このときの仮想曲げモーメントは




区間AD (0 ≤ x ≤ `/4 Mx =
3x

4

区間DB (`/4 ≤ x ≤ ` Mx =
(`− x)

4

(6.20)

したがってたわみ δDは

δD =
∫

Mx
Mx

EI
dx =

1
EI

{∫ `/4

0

3x

4
Px

2
dx +

∫ `/2

`/4

(`− x)
4

Px

2
dx +

∫ `

`/2

(`− x)
4

P (`− x)
2

dx

}

=
11P`2

768EI
(6.21)
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※注：この例は「たわみ δ を求めたい点に仮想荷重を作用させた仮想系」を考え，実体系の曲げモーメントM

と仮想系の曲げモーメントM を使って

δ =
∫

M
M

EI
dx (6.22)

よりたわみを求める好例の一つ。

Ａ－３．単純ばり・等分布荷重

等分布荷重wが作用した単純ばりの中央C点におけるたわみ δCと支点Aのたわみ角 θAを求めよう。

A B

w

`
x

C
A B

P = 1

C

実体系 仮想系

たわみ

A B
M = 1

たわみ角

図 6.8: 単純梁・等分布荷重のたわみ

(1)たわみ δC を求める

等分布荷重単純ばり（実体系）の任意の点での曲げモーメントは

M =
w`

2
x− w

2
x2 (0 ≤ x ≤ `) (6.23)

いま，はりの中央 C点のたわみを求めたいので，C点に単位仮想荷重 P = 1を作用させた仮想ばりを

考える。このはりの仮想曲げモーメントは




区間AC(0 ≤ x ≤ `/2) Mx =
x

2

区間 CB (`/2 ≤ x ≤ `) Mx =
`− x

2

(6.24)

したがって

δC =
∫

M
M

EI
dx =

1
EI

{∫ `/2

0

x

2

(
w`

2
x− w

2
x2

)
dx +

∫ `

`/2

`− x

2

(
w`

2
x− w

2
x2

)
dx

}

=
5w`4

384EI
(6.25)

(2)たわみ角 θAを求める

支点Aのたわみ角 θAを求めたいので，A点に仮想単位モーメント荷重M = 1を作用させた仮想系

を考える。仮想曲げモーメントM は

M = 1− x

`
(0 ≤ x ≤ `) (6.26)
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A B

Mx = (w`/2)x− (w/2)x2

A BC

M = x/2

+ +

P = 1

A BC
+

M = 1等分布荷重 仮想単位モーメント荷重

M = (1− x/`)

w

M = (`− x)/2

仮想単位荷重

実体系 仮想系

図 6.9: M 図

であたえられるので，

θA =
∫ `

0
M

M

EI
dx =

1
EI

∫ `

0

(
1− x

`

) (
w`

2
x− w

2
x2

)
dx

=
w`3

24EI
(6.27)

A

θA =
w`3

24EI

θA δC

δC =
5w`4

384EI

C B

図 6.10: 単純ばりのたわみとたわみ角

(ex.2)ヤング率 E = 2 × 108kN/m2,断面 2次モーメント I = 4.68 × 10−4m4，` = 5mの単純梁に

w = 10kN/mの荷重がかかっているときの最大たわみ δC とたわみ角 θAは

δC =
5w`4

384EI
=

5× 10× 54

384× 2× 108 × 4.68× 10−4
= 8.69× 10−4 (m)

θA =− w`3

24EI
= − 10× 53

24× 2× 108 × 4.68× 10−4
= −5.56× 10−4 (rad)

Ａ－４．単純ばり・モーメント荷重

単純ばりのC点にモーメント荷重MC が作用しているとき，C点のたわみ δC とたわみ角 θC を求め

よう。少し復習もかねて反力や断面力を求める計算をしておこう。ご存知の方はここを飛ばして読み進

められるとよい。

M
A BC

2`/3 `/3

M
A BC

x

Qx

Mx

A BC

x
Qx

Mx

（１）

（２）

VA

VB

VB

VA

`

図 6.11: モーメント荷重
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支点A，Bの反力を VA，VB とすると水平力の作用はないので，力のつり合いの式から

−VA − VB = 0, M − `× VB = 0 ... VA = −M

`
, VB =

M

`
(6.28)

次に，支点Aから x (0 ≤ x ≤ 2`/3)の距離で仮想切断し，その位置の断面力をQx, Mxとすると

−VA + Qx = 0, x× VA −Mx = 0 ... Qx = −M

`
, Mx = −M

`
x (6.29)

支点 Bから x (2`/3 ≤ x ≤ `)の距離で仮想切断しその位置での断面力をQx, Mxとすると

−VB −Qx = 0, −(`− x)× VB + Mx = 0 ... Qx = −M

`
, Mx =

(
1− x

`

)
M

このはりのM 図は図 6.12となる。

A C B

Mx = −M

`
x

Mx =
(
1− x

`

)
M

x

2`/3 `/3

−

+

2M/3

M/3

−
Q図

図 6.12: モーメント荷重のM図

(1)たわみ δC を求める

C点に仮想単位荷重 P = 1を作用させたときの仮想曲げモーメントM と C点に仮想単位モーメン

トM = 1を作用させたときの仮想曲げモーメントM のM 図は次の通り。

A C B

P = 1

M =
1
3
x M =

2
3
(`− x)

仮想単位荷重 仮想単位モーメント

A C B

M = −1
`
x

M =
(
1− x

`

)

x

2`/3 `/3

−
+

2/3

1/3

M = 1
+

図 6.13: 仮想単位荷重と仮想単位モーメント荷重

したがってたわみ δC は

δC =
∫

M
M

EI
dx

=
1

EI

{∫ 2`/3

0

1
3
x

(
−M

`
x

)
dx +

∫ `

2`/3

2
3
(`− x)

(
1− x

`

)
Mdx

}
= −2M`2

81EI
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(2)たわみ角 θC を求める

たわみ θC は

θC =
∫

M
M

EI
dx =

1
EI

{∫ 2`/3

0

(
−x

`

) (
−M

`
x

)
dx +

∫ `

2`/3

(
1− x

`

)(
1− x

`

)
Mdx

}
=

M`

9EI

Ａ－４．単純ばり系ラーメン

B点に外力 P が作用しているラーメンのC点でのたわみ δC とA点のたわみ角 δAを求めよう。実体

A

B C

D

VA VD

P

HA

h
`

Px

P (h− x)

M 図

M = 1

M = 1− x

`

M = 1

x

x P = 1

実体系 仮想系

図 6.14: 単純ばり系ラーメン構造

系のM 図は第 3話ですでに求めているので参照されたい。

(1)たわみ δC を求める

C点に仮想荷重 P = 1を作用させた仮想系ラーメンの曲げモーメントをM とすると

δC =
∫

M
M

EI
dx =

1
EI

(∫ h

0
x · Pxdx +

∫ `

0
(h− x) · P (h− x)dx

)

=
P

EI

(∫ h

0
x2dx +

∫ `

0
(h− x)2dx

)
=

h3 + 3h2`− 3h2` + `3

3EI
P (6.30)

(2)たわみ角 θAを求める

A点に仮想単位モーメント荷重MA = 1を作用させた場合，モーメントは節点 Bにそのまま伝搬し

区間 BCの仮想モーメントはMx = 1− x

`
となる。したがって

θA =
∫

M
M

EI
dx =

1
EI

(∫ h

0
1 · Pxdx +

∫ `

0

(
1− x

`

)
· P (h− x)dx

)
　

=
3h2 + 3h`− `2

6EI
P (6.31)

Ａ－５．トラス

トラスでは曲げモーメントM とせん断力Qは働かないため，仮想仕事の式は軸方向力N だけで表

され，(6.11)に相当する式は

δ =
∑

i

N iNiLi

EiAi
(6.32)

となる。Li, Ei, Aiはそれぞれ i番目の部材の長さ，ヤング率，断面積で，ヤング率と断面積が一定で

あれば，たわみは

δ =
1

EI

∑

i

N iNiLi (6.33)
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で表される。

　それでは図 6.15のトラスのD点に鉛直荷重 P が作用しているときの，D点の鉛直たわみ δDV を求

めよう。部材のヤング率Eと断面積Aは一定とする。

3a 3a

A B

C D

θ

VA VB

HA

P 4a

A B

C D

P v = 1

実体系 仮想系

5a

図 6.15: トラス

最初に，実体系の反力と軸方向力を求めておく。

反力





∑
X = HA = 0, HA = 0

∑
M = 6aVA + 3aP = 0, VA = −P

2∑
Y = P − (VA + VB) = 0, ...VB =

3P

2

(6.34)

軸方向力





A点
∑

Y = −NAC sin θ − VA = 0, ... NAC =
5
8
P

∑
X = NAB + NAC cos θ = 0, ... NAB = −3

8
P

C点
∑

Y = −NAC sin θ −NBC sin θ = 0, ... NBC = −5
8
P

]5pt]
∑

X = −NAC cos θ + NBC cos θ + NCD = 0, ... NCD =
3
4
P

B点
∑

Y = −NBC sin θ −NBD sin θ − VB = 0, ... NBD = −5
4
P

(6.35)

・D点の鉛直たわみ δDV を求める

D点に鉛直方向に単位仮想荷重 P v = 1をさせた仮想系を考える。(6.33)より

δDV =
1

EA

5∑

i=1

N iNiLi =
1

EA

(
NACNAC × 5a + NABNAB × 6a + NBCNBC × 5a

　　　　　　　　　 +NCDNCD × 6a + NBDNBD × 5a
)

=
255Pa

64EA



56

第 7話. 静定構造物の変形（２）

第６話では仮想仕事法を使ってたわみを求めたが，第７話はたわみ曲線の微分方程式を解く方法と

モールの定理を使った方法の話をする。

Ｂ．たわみ曲線の微分方程式による解法（弾性曲線法）

たわんだはりの外形曲線を関数 y(x)とすると曲率 κは

κ =
1
ρ

=
y′′

(1 + y′2)3/2
(7.1)

で定義される17。いま，たわみが微小とすると y′ ¿ 1となり，(7.1)の分母は (1 + y′2)2/3 + 1近似で

きるので曲率は

κ
.=

d2y

dx2

と表すことができ，κ =
M

EI
なので

d2y

dx2
=

M

EI

を得る。これがたわみ曲線を表す微分方程式。ただし，図 7.1に見るように曲げモーメントが正のとき

曲率は負となる関係にあるので，符号の調整をするために右辺に負号を付けて

d2y

dx2
= −M

EI
(7.2)

と表す。これをはりのたわみの微分方程式とか弾性曲線方程式と呼んでいる。

y′′(x) < 0

y′′(x) > 0

M > 0

M < 0

x

y

O

M の正負と撓み ρの正負と曲線の凹凸

x

y

O

図 7.1: 曲率と曲げモーメントの符号

たわみ角 θはたわみ曲線 y(x)の接線の傾きの角度なので

θ =
dy

dx
(7.3)

(7.2)と (7.3)より
d

dx

(
dy

dx

)
=

dθ

dx
= −M

EI
(7.4)

17詳しいことが知りたければ HPの数学のコーナーの「曲線と曲面」のレポートを参照。
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これらを積分するとたわみ角 θとたわみ y
∫

dθ =−
∫

M

EI
dx −→ θ = −

∫
M

EI
dx + C1 (7.5)

∫
dy =

∫
θdx −→ y = −

∫ (∫
M

EI
dx + C1

)
dx + C2 (7.6)

を得る。C1, C2は境界条件で決まる積分定数。

・境界条件：長さが `の片持ちばりと単純ばりを考える。片持ちはりの境界条件は固定端のA点で

θ(0) =
dy

dx
= 0, y(0) = 0 (7.7)

単純ばりでは支点A，Bで

y(0) = 0, y(`) = 0 (7.8)

と設定できる。いずれも境界条件を θや yの変位で与えているのでこれを幾何学的境界条件という。

y

x

θ

y(x)

θ(0) =
dy

dx
= 0, y(0) = 0

y

x

y(x)

y(0) = 0 y(`) = 0

境界条件 境界条件

片持ちばり 単純ばり

`

A B
BA

図 7.2: 幾何学的境界条件

境界条件としては他にも考えられる。片持ちばりでは x = `の自由端（B点）において曲げモーメ

ントとせん断力は 0なので d2y/dx2/x=` = 0, Qx = dM/dx → y′′′(x)/x=` = 0，単純ばりでは支点

A(x = 0), B(x = `)で曲げモーメントが 0という境界条件も設定できる。これらはいずれも力に関する

境界条件なので力学的境界条件と呼ばれる。

表 2: 境界条件
幾何学的境界条件（変位に関する） 力学的境界条件（力に関する）

片持ちばり y(0) = 0, θ(0) = 0 Q(`) = 0, M(`) = 0

単純ばり y(0) = 0, y(`) = 0 M(0) = 0, M(`) = 0

Ｂ－１.片持ちばり・集中荷重

それでは片持ちばりの自由端に荷重 P が作用してるケースをみていこう。

P

A B

`

A B

M(x) = −P (`− x)

M 図

x

y

x A δmaxθmax

図 7.3: 片持ち梁
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(1)たわみ角を求める

位置 xでの曲げモーメントはM(x) = −P (`− x)なので，たわみ角 θ(x)は (7.5)より

θ(x) = −
∫

M

EI
dx + C1 =

1
EI

∫
P (`− x)dx + C1 =

P

EI

(
`x− x2

2

)
+ C1

積分定数 C1は境界条件 θ(0) = 0より C1 = 0となるので

θ(x) =
P

2EI
(2`− x)x (7.9)

θ(x)は 0 ≤ x ≤ `の範囲で単調増加関数となり x = `で最大値を取る。したがって最大たわみ角は

θmax = θ(`) =
P`2

2EI
(7.10)

これは仮想仕事法で得られた (6.18)と一致する。

(2)たわみを求める

(7.6)より

y(x) =
∫

θ(x)dx + C2 =
P

6EI
(3`− x)x2 + C2

積分定数 C2は境界条件 y(0) = 0より C2 = 0となり，

y(x) =
P

6EI
(3`− x)x2 (7.11)

y(x)は 0 ≤ x ≤ `の範囲で単調増加関数となるので x = `で最大値を取る。したがって最大たわみは

δmax = y(`) =
P`3

3EI
(7.12)

となり，仮想仕事法で得られた (6.16)と一致する。

Ｂ－２.単純ばり・等分布荷重

長さが `の単純ばりに等分布荷重が作用している場合のたわみ角とたわみを求める。

A B

M(x) = (w`/2)x− (w/2)x2

w

x

y

はりの位置 xでの曲げモーメントはM(x) =
w`

2
x− w

2
x2なので，たわみ角 θ(x)とたわみ y(x)は

θ(x) =−
∫

M

EI
dx = − w

2EI

∫ (
`x− x2

)
dx =

wx2(2x− 3`)
12EI

+ C1

y(x) =
∫

θ(x)dx + C2 =
wx3(x− 2`)

24EI
+ C1x + C2
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ここで境界条件 y(0) = 0, y(`) = 0を上式に入れると積分定数は C2 = 0, C1 =
w`3

24EI
と求められる。

したがってたわみ角 θ(x)とたわみ y(x)は

θ(x) =
wx2(2x− 3`)

12EI
+

w`3

24EI
−→





θA =
w`3

24EI
(x = 0)

θB = − w`3

24EI
(x = `)

(7.13)

y(x) =
wx3(x− 2`)

24EI
+

w`3

24EI
x −→ δmax =

5w`4

384EI
(x = `/2) (7.14)

仮想仕事法で求めた (??)，(6.27)と一致する。

1.0× 10−3

0.5× 10−3

1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

0.5× 10−3

−0.5× 10−3

たわみ y(x) たわみ角 θ(x)

y(x)

θ(x)
m

rad

EI = 9.38× 104kN·m2

` = 5m, w = 10kN/m

x

x

図 7.4: たわみとたわみ角

それでは最後にモールの定理によるたわみの計算を紹介しておこう。

Ｃ．モールの定理による解法

ドイツの土木工学技術者モール（,Christian Otto Mohr,1835-1918)が 1868年に発表した定理で，

弾性曲線方程式を直接解かなくてもはりのたわみを求めることができるといった内容。具体的にみて

いこう。曲げモーメントM(x)とせん断力Q(x)，荷重 wの間には

d2M(x)
dx2

= −w(x), Q(x) =
dM(x)

dx
(7.15)

という関係式が成り立つ。一方，たわみ y(x)と曲げモーメントM(x)の間には

d2y(x)
dx2

= −M(x)
EI

, θ(x) =
dy(x)
dx

(7.16)

の関係式が成立する。 この両式を見比べると，(7.15)式でM(x)を y(x)に，w(x)をM(x)/EI にQx

を θ(x)に置き換えれば (7.15)は (7.16)と一致することが分かる。実際の荷重 wに対応するM/EI を

弾性荷重（elastic load）呼んでいる。



M(x) ←→ y(x)

Q(x) ←→ θ(x)

w(x) ←→ M(x)/EI



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この両式のアナロジーから形式的には弾性荷重M/EI が作用するはりの断面力M(x), Q(x)を求め

れば，(7.16)の微分方程式を解くことなくたわみ y(x)とたわみ角 θ(x)が求められることになる。これ

がモールの定理のいわんとするところ。モールの定理を利用してたわみやたわみ角を求める方法を弾

性荷重法といい，弾性荷重M/EIが作用するはりをとくに共役ばり（conjugate beam）と呼んで実際

のはりと区別している。

さて，(7.15)と (7.16)の微分方程式の境界条件をみてみよう。(7.15)は曲げモーメントやせん断力と

いった「力」に関する微分方程式なので境界条件としては力学的境界条件の採用が理にかなっている。

一方，(7.16)はたわみやたわみ角の「変位」についての微分方程式なので幾何学的境界条件の採用がふ

さわしい。モールの定理は共役ばりのM と θを求め，それを実際のはりのたわみ yとたわみ角 θとみ

なすということなので，この２つの境界条件の整合性がマッチングしている必要がある。

具体的に「単純ばり」のケースで見てみよう。このケースでは実際のはりと共役ばりの自由端と固定

端は y(0) ↔ M(0), y(`) ↔ M(`)とうまく対応がとれているので問題はない。しかし「片持ちばり」の

ケースでは y(0) ↔ Q(`), θ(0) ↔ M(`)という対応になるので，実際の片持ちばりの固定端は共役ばり

では自由端，固定端は自由端としなければならない。つまり，共役ばりを考える場合，この両端を入れ

替えたはりを考える必要があり，この点に注意されたい。詳しくは図 7.5を参照してください。

幾何学的境界条件 力学的境界条件

単純ばり y(0) = 0, y(`) = 0 M(0) = 0, M(`) = 0

片持ちばり y(0) = 0, θ(0) = 0 Q(`) = 0, M(`) = 0

単純ばり

`

y(`) = 0y(0) = 0

x

M(`) = 0M(0) = 0

片持ちばり

y(0) = 0

θ(0) = 0
固定端

Q(`) = 0

M(`) = 0

自由端は固定端に

` `

`

x

x x

y y

y y

実際のはり 共役ばり

Q(`) = 0

M(`) = 0

図 7.5: 実際の梁とその共役梁

さて，弾性荷重法の具体的な計算手順は次の通り。

1) たわみを求めようとしている実際のはりの曲げモーメントM(x)を求める。

2) 共役ばりに弾性荷重M(x)/EI を作用させる。

3) 共役ばりの断面力Q(x), M(x)を求め，Q → θ，M → yよりたわみ角 θとたわみ yを得る。

それではモールの定理を使った具体的な問題をみていこう。
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Ｃ－１．片持ちばり

(a)集中荷重

片持ちばりの自由端Bに荷重 P が作用している。このはりの最大たわみと最大たわみ角を求めよう。

P

A B

`

x

y

−
M 図

共役ばり

A B

x

−P (`− x)

`

A B

P

EI
(`− x)

x

実際のはり

図 7.6: モールの定理と片持ち梁

片持ちばりのモーメントは

M(x) = −P (`− x) (0 ≤ x ≤ `) (7.17)

この共役ばりは実際のはりの固定端と自由端を入れ替えたものになるということと，弾性荷重M/EI

は曲げモーメントの符号が負なので y軸の負の向き，つまり下から上の方向に作用する分布荷重とな

ることに注意しよう。

さて，固定端Aから距離 xの点でのたわみ y(x)とたわみ角 θ(x)を求めよう。共役ばりでは図 7.7に

示すように自由端Aから距離 xの点での曲げモーメントMxとせん断力Qxを求めることになる。

x

y

P`/EI

Px/EI

x/3
A B

P (`− x)/EI

C

D
E

F 重心

x

共役ばり

(Mx, Qx)

w1

w2

x

y

A BC

実際のはり

x

P

(y(x), θ(x)

θ(x)

図 7.7: 共役ばりと断面力

図 7.7で ACDEで囲まれた四角形の面積部の荷重を w1，三角形 DEFで囲まれた面積の荷重を w2

とすると

w1 =
Px(`− x)

EI
, w2 =

Px2

2EI

したがって断面力は 



Q(x) = w1 + w2 =
P

EI

(
`x− 1

2
x2

)

M(x) =
2
3
x× w2 +

1
2
xw1 =

P

6EI
(3`− x)x2

(7.18)
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と求められる（※注参照）。したがって，モールの定理よりたわみとたわみ角，およびその最大値は

y(x) = M(x) =
P

6EI
(3`− x)x2, ymax = y(`) =

P`3

3EI
(7.19)

θ(x) = Q(x) =
P

EI

(
`x− 1

2
x2

)
, θmax = θ(`) =

P`2

2EI
(7.20)

と求められ，これは弾性曲線法から得た (7.11), (7.9)と一致する。

※注：(7.18)は次のようにすればもっと簡単に求められる。共役ばりの自由端Aから距離 xの点におけるせん断
力 Q(x)は

Q(x) =
1

EI

∫ x

0

P (`− x)dx =
P

EI

(
`x− 1

2
x2

)

したがって曲げモーメントは

M(x) =
∫ `

0

Q(x)dx =
P`3

3EI
//

※補足：片持ちばりに適用できる有用な公式を紹介しておこう。

公式





ymax = − 1
EI

×片持ちばりのM 図の面積の自由端に関する 1次モーメント

θmax = − 1
EI

×片持ちばりのM 図の面積
(7.21)

上のはりの問題に当てはめてると

ymax =
P`3

3EI
=

1
EI

P`3

3

=− 1
EI

×M 図の面積の自由端 Bに関する 1次モーメント (7.22)
(

= − 1
EI

×
∫ `

0
P (`− x)2dx =

1
EI

× P`3

3

)

θmax =
P`2

2EI
= − 1

EI
× (−P`2/2) = − 1

EI
×片持ちばりのM 図の面積 (7.23)

で，確かに公式が成立していることが分かる。

(b)等分布荷重

公式 (7.21)を活用して，等分布荷重が作用する片持ちばり自由端 Bでのたわみとたわみ角を求め

よう。

x

y

w

−
M(x) = −w

2
(x− `)2

`

w`2/2
M 図

`− xx

自由端
A B

BA

図 7.8: 片持ち梁・等分布荷重

・最大たわみ角：曲げモーメントは

M(x) = −w

2
(x− `)2
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したがって，M 図の面積は

SM =
∫ `

0
Mxdx = −w

2

∫ `

0
(x− `)2dx = −w`3

6

となり，公式 (7.21)より最大たわみ角は

θmax = − 1
EI

×
(
−w`3

6

)
=

w`3

6EI

と得られる。

・最大たわみ：「片持ち梁M図の面積の自由端まわりの 1次モーメント」は，面積素片Mxdxの自由端

まわりの 1次モーメント (`−x)×Mxdxを x = 0 ∼ `にわたって積分したものになるので，公式 (7.21)

より

ymax = − 1
EI

∫ `

0
Mx(`− x)dx =

w

2EI

∫ `

0
(x− `)2(`− x)dx =

w`4

8EI

と得られる。

exa.ヤング率 E = 2× 108kN/m2，断面 2次モーメント I = 4.68× 10−4m4，` = 5mの片持ちばりに

w = 6kN/mの等分布荷重が作用しているとき，最大たわみと最大たわみ角を求めると




最大たわみ ymax =
w`4

8EI
= 0.001467m

最大たわみ角 θmax =
w`3

6EI
= 4.452× 10−4 rad

Ｃ－２.単純ばり

(a)集中荷重

長さが `の単純ばりの C点に荷重 P が作用している。C点のたわみとA，B点のたわみ角をモール

の定理を使って求める。M 図は図 7.9参照。C点 (x = a)での曲げモーメントは

M(a) =
Pa(`− a)

`
(7.24)

C

A

P

B

a

x

y

A B
x

VA

wc =
Pa(`− a)

EI`

A B

a

x

y

`
`

+ C

A B

VB

w1 =
wca

2
w2 =

wc(`− a)
2

C

C

D

`1 `2

`1 =
2
3
a

`1 + `2 =
1
3
(` + 2a)

実際のはり 共役ばり

VA =
wC

6
(2`− a)

VB =
wC

6
(` + a)

wx =
wc

a
x

x

wx =
wc

`− a
(`− x)

M(x) =
P (`− a)

`
x M(x) =

a(`− x)
`

P

図 7.9: 単純梁・集中荷重
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共役ばりではM 図の面積をEI で割った分布弾性荷重が作用するので，これを集中荷重に置きなお

してやる。まず，C点での弾性荷重 wcは

wc =
Pa(`− a)

EI`

共役ばりのACには三角形ACDの荷重wca/2，BCには三角形BCDの荷重wc(`− a)/2と 2点荷重が

作用する。A点，B点でのせん断力QA, QB と C点での曲げモーメントMC は




QA = VA =
wc

6
(2`− a)

QB = VB = VA − (w1 + w2) = −wc

6
(` + a)

MC =
1
3
a(`− a)wc

したがってモールの定理よりA点，B点のたわみ角 θA, θB と C点のたわみ yC は

θA = QA =
Pa(`− a)(2`− a)

6EI`
(7.25)

θB = QB = −Pa(`2 − a2)
6EI`

(7.26)

yC = MC =
Pa2(`− a)2

3EI`
(7.27)

と求められる。

※補足：支点 Aから任意の距離 x(0 ≤ x ≤ `)におけるたわみ y(x)とたわみ角 θ(x)を求めておこう。

共役ばりを 2つの区間ACと CBに分ける。

・区間AC (0 ≤ x ≤ a)

θ(x) = Q(x) = VA −
∫ x

0

wc

a
xdx = −wc

6a
(a2 − 2a` + 3x2)

... θA =
Pa(`− a)(2`− a)

6EI`
(x → 0)

y(x) = M(x) =
∫ x

0
Qxdx = −wc

6a
(a2 − 2a` + x2)x

... yC =
Pa2(`− a)2

3EI`
(x → a)

・区間 CB (a ≤ x ≤ `)

θ(x) = Q(x) = VA −
∫ x

0

wc

a
xdx−

∫ x

a

wc

`− a
(`− x)dx

=− wc

6(a− `)
(a2 + 2`2 − 6`x + 3x3)

... θB =−Pa(`2 − a2)
6EI`

(x → `)

y(x) = M(x) =
∫ x

0
Qxdx = −wc

6a
(a2 − 2a` + x2)x
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(b)分布荷重

等分布荷重が作用している単純ばりのA点でのたわみ角 θAとはりの最大たわみ ymaxを求める。

単純ばりの中点位置を Cとする。

w

`

x +

M(x) =
w`

2
x− w

2
x2

M(x)
EI

VA VB

M 図 弾性荷重

x

y

C C

実際のはり 共役ばり

A B

図 7.10: 単純ばり・等分布荷重

支点Aから任意の距離 xでの曲げモーメントは

M(x) =
w`

2
x− w

2
x2 (0 ≤ x ≤ `)

これから共役ばりの弾性荷重は図 7.10の右図に示す放物線分布荷重となる。弾性荷重をW とすると

W =
1

EI

∫ `

0
M(x)dx =

1
EI

∫ `

0

(
w`

2
x− w

2
x2

)
dx =

w`3

12EI

共役ばりの支点の反力を VA, VB とすると中点で対称なので力のつり合いより

VA = VB, W − (VA + VB) = 0 ... VA = VB =
w`3

24EI

支点Aから距離 xの点におけるせん断力は

Q(x) = VA − 1
EI

∫ x

0

(
w`

2
x− w

2
x2

)
dx =

w`3

24EI
− w

2EI

(
`

2
x2 − 1

3
x3

)
(7.28)

したがって，モールの定理よりA点のたわみ角は

θA = QA =
w`3

24EI
(7.29)

曲げモーメントは

M(x) =
∫ x

0
Qxdx =

w`3

24EI
x− w

2EI

(
`

6
x3 − 1

12
x4

)
(7.30)

M(x)は C点 (x = `/2)で最大値をとる。したがって最大たわみは

ymax = MC =
{

w`3

24EI
x− w

2EI

(
`

6
x3 − 1

12
x4

)}

x→`/2

=
5w`4

384EI
(7.31)

(ex.3) ` = 5m，w = 10kN/m，EI = 9.36× 104kN·m2としたときの最大たわみと最大たわみ角は

ymax =
5w`4

384EI
= 8.69× 10−4 m, θA =

w`3

24EI
= 5.56× 10−4 rad
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0.5

1.0

×10−3

5 x

y

−1.0

1.0
×10−3

5 x

θ

0

0
たわみ y(x)

たわみ角 θ(x)

図 7.11: たわみとたわみ角
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第 8話. はりの曲げ応力と断面係数・せん断応力

第 8話ははりの曲げ応力と断面係数についての話なので，第 6話も読み返されたい。後半では材料力

学的な話題にも足を踏み入れているので，このところは適当にスルー（＾^ ）；してもとくに支障はない

と思う。

曲げモーメントと応力

一様な正の曲げモーメント (M > 0）だけを受けたはりの断面には中立軸（面）の下側では引張応力，

上側では圧縮応力が働く。曲げモーメントは全域で一定となるのでせん断力は生じない。このような状

態を純曲げ状態18と呼んでいる（※補足参照）。

中立軸から yの距離に位置する軸に垂直な断面に生じる曲げ応力（垂直応力）σは

σ =
E

ρ
y (8.1)

で表された。σを断面全体にわたって積分した値は 0になるので
∫

A
σdA = 0 (8.2)

(8.2)に (8.1)を入れると
E

ρ

∫
ydA = 0 ...

∫
ydA = 0 (8.3)

∫

A
ydAを断面 1次モーメントといい19，断面の図心20を求めるときに必要となる。曲げ応力は

σ =
M

I
y (8.4)

と表せ，中立軸から最も離れた位置で σは最大となる。中立軸からはりの最下端，最上端までの距離

をそれぞれ h1, h2とすると，曲げモーメントがM > 0の場合，y = h1の最下端で最大引張り応力 σ1，

y = −h2の最上端で最大圧縮応力 σ2が生じる。

σ1 =
h1

I
M =

M

Z1
, σ2 = −h2

I
M = −M

Z2
(8.5)

Z1, Z2を中立軸に関する断面係数と呼んでいるが，これについてはまたまたあとで触れる。形式的に

まとめると

σmax =
M

Z
, Z =

I

h
　 (8.6)

と表せ，曲げ応力の最大値 σmaxは曲げモーメントを断面係数で割ることで求められる。

※補足：支点 A，Bに曲げモーメントMA, MB だけが作用している単純ばりで，MA = MB のとき純曲げ状態
となる。

18曲率半径が同じになるように梁は変形する。
19モーメントは定点からその量までの距離をその量に掛けたもの。y × dAは断面積のモーメントで，距離 y の次数が 1次

だから断面 1次モーメントといい，y2 × dAは距離 y の次数が 2次だから断面 2次モーメントという。
20断面を厚さが一定の板と考えたときの重心位置。中立軸は図心を通る軸。
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A B

x
`

MA MB

VBVA

x

y

+
A B

M 図 (MA = MB)Qx Mx

曲げモーメントはいたるところ一定

図 8.1: 純曲げ状態

力のつり合いより

∑
Y = −(VA + VB) = 0,

∑
M = MA −MB − `× VB = 0 ... VA =

MB −MA

`
, VB =

MA −MB

`

位置 xでのせん断力 Qx，曲げモーメントをMx とすると

∑
Y = Qx − VA = 0,

∑
M = MA −Mx + x× VA = 0 ... Qx =

MB −MA

`
, Mx = MA +

(
MB −MA

`

)
x

MA = MB の場合
Qx = 0, Mx = M (0 ≤ x ≤ `)

せん断力は生じず，曲げモーメントM は単純ばり全域で一定の「純曲げ状態」となる。

８－１．断面の 1次モーメント

x軸，y軸に関する断面 1次モーメント (geometical moment of area)を Sx, Syとすると，Sx, Syは

それぞれ x軸，y軸に関する面積の 1次モーメントなので

Sx =
∫

A
ydA, Sy =

∫

A
xdA (8.7)

dA

x

y

O

G

x

y

x0

y0

2

8

6
x

2
x

y

5

1

10

A1 = 10× 2

A2 = 6× 2

G1

G2

5

図心
(2.5, 3.5)図心

A

X

Y

y1

分割して足し合わす

図 8.2: 断面 1次モーメント

複雑な図形では単純な図形に分割し，分割した図形の 1次モーメントを加え合わせればよい。はりの断

面の図心（重心）位置 (x0, y0)は断面の 1次モーメントを用いて

x0 =

∫

A
ydA

∫

A
dA

=
1
A

∫

A
ydA =

Sy

A
, y0 =

∫

A
xdA

∫

A
dA

=
1
A

∫

A
xdA =

Sx

A
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と表せる。図 8.2の図心は

x0 =
Sy

A
=

112
32

= 2.5 cm, y0 =
80
32

= 3.5 cm (8.8)

８－２．断面の 2次モーメント

x軸, y軸に関する断面 2次モーメント (geometical moment of inertia)は

Ix =
∫

A
y2dA, Iy =

∫

A
x2dA (8.9)

で表される21。断面積がAの図形の図心G(x0, y0)を通るX軸に関する断面 2次モーメントを IX とす

ると

Ix = IX + y2
0A (8.10)

が成り立ち，これを平行軸の定理という。図心を原点 (0, 0)とするX 軸から微小面積 dAまでの距離

を y1とすると

Ix =
∫

A
y2dA =

∫

A
(y0 + y1)2dA =

∫

A
y2
1dA + 2y0

∫

A
y1dA + y2

0

∫

A
dA

ところで断面の 1次モーメント
∫
A y1dAは図心を通り 0になるので

Ix =
∫

A
y2dA =

∫

A
y2
1dA + y2

0

∫

A
dA = IX + y2

0A //

平行軸の定理から，図心を通る軸に関する断面の 2次モーメントは最小になることが分かる。

(ex.1)図 8.3の長方形断面の 2次モーメント Ix, IX は

X
G(x0, y0)

b

h/2

h/2 Y

図心

b× dY

A

b× dy

A = bh

x

h
y

x

IX =
1
12

bh3

図 8.3: 断面 2次モーメント

Ix =
∫ y

0
y2bdy =

1
3
bh3, IX = 2

∫ h/2

0
Y 2bdY =

1
12

bh3

y2
0A = (h/2)2bh = bh3/4なので

Ix = IX + y2
0A

(ex.2)図 8.2の右のはりの断面の 2次モーメント Ixを求める。2つの四角形に分けて左の四角形の 2

次モーメントを I1
x，右の四角形のを I2

x とすると

Ix = I1
x + I2

x, I1
x = I1

X + y2
0A, I2

x = I2
X + y′20 A

21力学でお馴染みの慣性モーメントと同じ形。
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I1
x の方は

I1
X =

1
12

bh3 =
2× 103

12
= 166.7, y2

0A = 52 × 10× 2 = 500

から

I1
x = I1

X + y2
0A = 666.7 cm4

I2
x の方は

I2
X =

1
12

bh3 =
6× 23

12
= 3, y2

0A = 12 × 6× 2 = 12, I2
x = 15

したがって

Ix = I1
x + I2

x = 515 cm4

(ex.3)図 8.4の単純ばりの断面係数と曲げ応力の最大値を求めてみよう。支点A，Bの反力を VA, VB

20kN/m

A B
C

8m
300mm

600mm

はりの断面

Mx

20x

x/2

x

（集中荷重）

図 8.4: 均一分布荷重・単純ばりの断面係数と最大曲げ応力

とすると力のつり合いから

VA + VB = 20× 8, 4× VA = 4× VB ... VA = VB = 80 kN

支点Aから距離 xの位置でのモーメントは

Mx = x× VA − x

2
× 20x = −10x2 + 80x = −10(x− 4)2 + 160

と得られるので，Mxはx = 4の中点 Cで最大値Mmax = 160 kNmをとる。断面係数 Z は

Z =
I

h/2
=

bh2

6
=

300× 6002

6
= 108× 106 mm3 (I =

1
12

bh3)

したがって最大曲げ応力 σmaxは

σmax =
Mmax

Z
=

160× 106

108× 106
= 1.5N/mm2

８－３．断面係数

断面係数 Z が大きいと部材内で発生する曲げ応力は小さくなり，その意味で丈夫な部材ということ

になる。“その意味で”といった意味は，同じ一つのはりでも平べったい側を上向きにした場合と縦向

きした場合とでは，上向きにセットした方が断然曲がりやすい。つまり，同じはりでも前者の場合は脆

弱（？）で，後者の方は丈夫なはりということになる。

例えば，長さ 300mm，厚み 2mm，幅 30mmのプラスチックの物差しのケースで考えてみよう。
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Z2 = 300mm3Z1 =20mm3

2mm

30mm

物差しの平べったい面が水平になるように一端を固定し，自由端を少し押すと物差しは簡単に曲がる。

一方，垂直になるようにセットした場合は簡単には曲がらない。前者の場合の断面係数はZ1 =bh2/6 =

30× 22/6=20mm3，一方，後者は Z2 =2× 302/6=300mm3で約 15倍大きい。要するに，同じ部材を

使っても断面係数が大きくなるようにセットすれば部材の耐荷重性能がアップすることになる（経験的

知恵と一致）。

各種断面形状の断面 2次係数と断面係数

I =
π

64
(d4

2 − d4
1)

I =
π

4
ab3 Z =

π

4
a2b

Z1 =
π

32
(d4

2 − d4
1)

外径 d2,内径 d1

2a

2b

I =
1
12

bh3

I =
1
36

bh3

I =
π

64
d4

Z =
1
6
bh2

Z1 =
π

32
d3

Z1 =
1
24

bh2

x

y

h

b

b

h

d

Z2 =
1
12

bh2

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

図 8.5: 断面 2次モーメントと断面係数

ちなみに (2)の三角形面積の I と Z の導出してみよう。

b

h
dy

X

x

G

a
y

b : a = h : (h− y)より

a =
b(h− y)

h
，

dA

dA =
b(h− y)

h
dy

y0

図 8.6: 三角形の断面 2次モーメントと断面係数

重心Gを通る水平軸をX軸，それと平行に底辺に沿った軸を x軸とする。X軸に関する断面の 2次
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モーメントは x軸に関する断面の 2次モーメント Ixを求めて平行軸の定理を使えば求められる。

Ix =
∫

A
y2dA =

∫ h

0
y2 b(h− y)

h
dy =

bh3

12

なので，平行軸の定理より

IX = Ix − y2
0A =

∫

A
y2dA =

bh3

12
−

(
h

3

)2 bh

2
=

bh3

36

頂点に対する断面係数を Z1，底辺に対するのを Z2とすると，(8.6)より

Z1 =
IX

2h/3
=

bh2

24
Z2 =

IX

h/3
=

bh2

12

せん断応力と曲げモーメント

A.共役せん断応力

τ =
Q

A

Q

Q

せん断応力

Aせん断力Qをはりの断面積Aで割ったものをせん断応力といい，τで表す。

τ =
Q

A
(8.11)

せん断応力は断面内で一様ではなく (8.11)はその平均値である。

Q

τ τ

τ ′

τ ′

τ τ
a

b c

d

d

dA1 = d · ab

dA2 = d · ad

τ ′

τ

微小立方体

Q

τ τ

偶力で回転する
並進しないが

しない
並進も回転も

図 8.7: 共役せん断応力

せん断力が作用しているはり内部の微小立方体に注目しよう。この立方体は並進も回転もしない。立

方体の面に働くせん断応力は一対の力，つまり偶力になっているので，上下の並進運動は互いに力が打

ち消し合うため起こらないことは分かる。しかし，偶力による回転運動は生じてもいいはずだが，現実

には起こらない。ということは，直交する上下の面には向きが反対の偶力が発生し全体のモーメント

がつり合いているためと考えなければならない（補足参照）。これをせん断応力の共役性といい，上下

の面に生じるせん断応力を共役せん断応力（conjugate shearing stress）と呼んでいる。

※補足：微小直六面体のモーメントのつり合いの式より

ab× (τ ′ · dA2)− ad× (τ · dA1) = 0, ただし dA1 = d · ab, dA2 = d · ad, ... τ = τ ′
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B.曲げによるせん断応力

曲げモーメントM の変化率はせん断力Qに等しく

Q =
dM

dx
(8.12)

M が位置変化するところではQによるせん断応力 τ が発生する。はりの幅を b，中立軸に関する断面

2次モーメントを I，中立軸から距離 yにおける断面 1次モーメントを Sとすると，中立軸から距離 y

に生じるせん断応力 τ は

τ =
Qx · S
b · I (8.13)

で与えられる。この式を以下の導出しよう。

図 8.8で距離 dx離れた 2つの断面AB，CDを考え，各面に働くせん断力と曲げモーメントをそれぞ

れQx, Qx + dQxおよびMx, Mx + dMxとする。次に中立軸から y1の距離で中立面に平行な面 EFを

y
y1

Mx Mx + dMx

Qx Qx + dQx

x dx

h1

h2

A

B

E

C

D

Fσ σ + dσ

τ
x

y

b

y1

中立軸

yh1 G
y0

ϕ

H

断面

τsτ

図 8.8: はりのせん断応力

とり，微小部分EBDFについて x方向の力のつり合いを考える。EB面にはせん断力Qxによるせん断

応力τ が作用しているので，EF面には大きさが等しく向きが逆の共役せん断応力τ が働く。EB面には

曲げモーメントMxによる垂直応力 σ，FD面にはMx + dMxによる σ + dσが作用するので，x方向

の力のつり合いの式は垂直応力と共役せん断力のつり合いから

∑
X =

∫ h1

y1

{(σ + dσ)− σ} dA− τbdx = 0

また，(8.4)より σ =
Mx

I
y, dσ =

dMx

I
yなので，これを上式に入れて τ を求めると

τ =
1

b · I
dMx

dx

∫ h1

y1

ydA =
Qx

b · I
∫ h1

y1

ydA (8.14)

となる。
∫ h1

y1

ydAは中立軸から y = y1と y = h1との間にある部分の中立軸に関する断面 1次モーメン

トなので Sと表すと (8.13)が得られる。（以上）//
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さて，はりの表面に注目しよう。はり断面の周縁が長方形ではなく一般性を持たせて曲線とする。曲

線上の点 Hに作用するせん断応力を考える。はりの表面を含む小さな直方体を考え，その直方体に作

用する応力を描くと図 8.9のようになる。このうち，表面付近で，表面に垂直な点線で示したせん断応

表面(1)

(1)
(1′)

(1′)

図 8.9: はりの表面付近におけるせん断応力

力の成分 (1)が仮にゼロでないとすると，表面にも点線で示すような共役せん断応力 (1′)が作用する。

ところで，はりの表面ではせん断応力は作用していないと考えられる22ので，表面の点線で示した応力

は 0のはずである。したがって，表面と直交する断面上のせん断応力は，表面のすぐ近くでは表面と平

行（接線方向）でなければならない。τsの垂直成分が (8.13)の τ となるので

τ = τs cos ϕ, τs =
τ

cos ϕ
=

QS

bI cos ϕ
(8.15)

中立軸から離れた箇所の x軸に沿ったせん断応力の分布は下図のようになっている。

自由境界面

長方形断面ばりのせん断応力

b× hの長方形断面にせん断力Qが作用しているとき，せん断応力 τ を求めよう。(8.14)より

y
y1

Mx Mx + dMx

Qx Qx + dQx

x dx

h/2

h/2

E Fσ

τ

dy

y
y1

b
dA

b

τ
h τmax

τ

（共役）

τ = 0

τ = 0

τ

梁の断面

∫
A

τdA = Q

せん断応力分布

図 8.10: 長方形断面のせん断応力

τ =
Q

b · I
∫ h/2

y1

ydA =
QS

bI
, S =

∫ h/2

y1

ydA =
∫ h/2

y1

ybdy =
b

8
(h2 − 4y2

1)

22例えば断面が長方形の梁を考えると，曲げ応力の絶対値は梁の上下表面で最大値をとる。いいかえると上下表面ではせ
ん断力は 0。dM/dx = Qx = 0
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断面 2次モーメントは (8.11)より

I =
bh3

12

したがって，せん断応力は

τ =
3
2

Q

bh3
(h2 − 4y2

1) (8.16)

と表され，中立軸 (y = 0)の位置で最大値となる距離 yについての 2次曲線となる。せん断力Qを断

面積 bhで割った平均せん断応力を τ =
Q

bh
とすれば，(8.16)は

τ =
3
2
τ

(
1− 4y2

1

h2

)
(8.17)

となる。せん断応力は中立軸 y1 = 0で最大値 τmax =
3
2

Q

bh
= 1.5 τ をとり，上下面（y1 = ±h/2）では

τ = 0となる。

※補足：断面に分布している τ をすべて足し合わせるとせん断力 Qになる。dA = bdyだから

∫

A

τdA =
3
2

Q

bh3

∫ h/2

−h/2

(
1− 4y2

h2

)
bdy =

3
2

Q

bh3
· 2bh3

3
= Q

(ex.4)半径 rの円形断面におけるせん断応力を求めてみよう。

y

dA

y
x

dy

b

θ1 θ

r

y1

ϕ

b/2b/2

r

π
2 − ϕ

y1

sin(π/2− ϕ) = cos ϕ

=
b

2r

τs

τ

τmax

楕円

放物線

τ = τs = 0

τ = τs = 0

図 8.11: 円形断面のせん断応力

まず，断面 2次モーメントだが，y = r sin θ, dy = r cos θdθ, dA = 2r cos θdy = 2r2 cos2 θdθとなる

ので，中立軸 xに関する断面 2次モーメントは

Ix =
∫

A
y2dA = 2×

(
2r4

∫ π/2

0
sin2 θ cos2 θdθ

)
= 4r4

∫ π/2

0
sin2 θ(1− sin2 θ)dθ =

πr4

4

b = 2r cos θ1なので (8.14)より

τ =
Q

bI

∫ r

y
ydA =

Q

2r cos θ1 · πr4

4

· 2r3

∫ π/2

θ1

sin θ cos2 θdθ =
4Q

πr2 cos θ1

∫ π/2

θ1

sin θ cos2 θdθ
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cos θ = tとおくと− sin θdθ=dt,

∫
cos2 θ sin θdθ = −

∫
t2dt = −1

3
t3 = −1

3
cos3 θとなるので

τ =
4Q

3πr2
cos2 θ1 =

4
3

Q

πr2

(
1− y2

1

r2

)
(8.18)

平均せん断応力を τ = Q/πr2とすると

τ =
4
3
τ

(
1− y2

1

r2

)
(8.19)

となって，せん断応力 τ は中立軸からの距離 yに関する 2次曲線となる。最大せん断応力は y1 = 0の

中立軸上に生じて

τmax =
4
3
τ (8.20)

と得られる。円形はりの外周上のせん断応力分布は (8.15)より

τs =
τ

cos φ
=

2
b

4
3
τ

(
1− y2

1

r2

)
=

4
3
τ

(
1− y2

1

r2

)1/2

(8.21)

両辺を 2乗して整理すると

τ2
s

A2
＋

y2
1

B2
= 1, ただし 1/A = 3τ/4, 1/B = 1/r

となり，楕円を表す式となる，τ の分布は 2次曲線の放物線となったが，断面周辺の τsの分布は同じ 2

次曲線でも楕円となる。τ と τsの最大値はともに中立軸上 y1 = 0で

τmax = τs·max =
4
3
τ (8.22)

となる。

(ex.5)最後にＨ型断面ばりにせん断力Q = 104Nが作用するときの断面のせん断応力を求めよう。

30cm

10cm

10cm

40cm

10cm

フランジ

ウェブ

y

A

B C

D

h/2

15cm
τmax

τ = 26.1− 0.0143y2

τ = 8.9− 0.− 0.0143y2

H型断面梁 せん断応力分布

図 8.12: H型断面梁のせん断応力分布

断面 2次モーメント I は図の左に示すように四角形ABCDの 2次モーメントから塗部の小さな四角

形の 2次モーメントを差し引いたものになるので

I =
40× 503

12
− 2× 15× 303

12
= 3.492× 105
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次に (8.14)より

τ =
Q

bI

∫ h/2

y
ydA

断面の 1次モーメントは yがウェブ内にある場合とフランジ内にある場合とに分けて計算しなければ

ならない。

１）yがウェブ内にある場合

∫ h/2

y
ydA =

∫ 15

y
10ydy +

∫ 25

15
40ydy = 9125− 5y2

... τ =
Q

bI

∫ h/2

y
ydA =

104

10× 3.492× 105
× (9125− 5y2) = 26.1− 0.0143y2

２）yがフランジ内にある場合

∫ h/2

y
ydA =

∫ 25

y
40ydy = 12500− 20y2

... τ =
Q

bI

∫ h/2

y
ydA =

104

40× 3.492× 105
× (12500− 20y2) = 8.9− 0.0143y2

となる。τmaxは y = 0のところで τmax = 26.1N/cm2となる。τは放物線状に分布するが，フランジ

とウェブの継ぎ目で不連続になる。
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第 9話. 静定構造物の変形（３）

第 6話，第 7話では仮想仕事法や弾性曲線法，モールの定理で「はり」の変形を求めた。第 9話は

この続きで，カステリアーノの定理をとりあげる。定理に冠されるカステリアーノはイタリアの数学

者、物理学者でカルロ・アルベルト・カステリアーノ（Carlo Alberto Castigliano, 1847-1884）といい，

1873年にこの定理を発見したとのことである。ポイントは変形により溜まるひずみのエネルギーに注

目してたわみなどを求めていく。

９－１．構造物の弾性変形

９－１－１．モーメントのなす仕事

第 6話でモーメントのなす仕事量W はモーメントM と回転角 θの積W = Mθとして定義されるこ

とを説明した23。いま，M とそれによって引き起こされる回転角 θとの間にM = kθという比例関係

r

θ

P
F

P’
r θ

rθ

F

W = Fr θ = Mθ

M = rF

P P’

F

M

θ
W = 1

2Mθ

M = kθ

O θ

M

図 9.1: モーメントのなす仕事

があれば，仕事量は図 9.1の塗りつぶした三角形の面積に等しく

W =
1
2
Mθ (9.1)

で与えられる。

θ
M例えばねじりバネに力のモーメントを作用させた場合，力のモーメント

M でねじりバネを dθ回転させる仕事は

dW = Mdθ = kθdθ

で表されるが，これは (6.7)の「曲げモーメントによる仕事量」の式を微分

形式で表したもので，θを 0から θまで積分するとねじりバネに蓄えられるひずみのエネルギーが得ら

れる。

W = k

∫ θ

0
θdθ =

1
2
kθ2 =

1
2
Mθ

23モーメントの次元は仕事の次元と同じ。θ は無次元量。
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９－１－２．ひずみエネルギー

Ａ．軸方向力によるひずみエネルギー

断面積 A，長さが `の均質真直棒にかかる荷重が P = 0から P まで増加し棒の長さが `から ` + λ

へと伸長したとき，フックの法則に従う弾性範囲で外力がなした仕事量をUN としよう。縦ひずみを ε，

`

λ

P

A

λ

P

P

λ
O

UN = 1
2Pλ

σ = εE

uN = 1
2σε

O
ε

σ

σ

ε

P = kλ

x

図 9.2: 荷重－伸び図

垂直応力を σとすると

ε =
λ

`
, σ = εE =

P

A
, ...P =

EA

`
λ = kλ (k = EA/`) (9.2)

したがって棒の内部に溜まるひずみエネルギーは

UN =
∫ λ

0
Pdλ = k

∫ λ

0
λdλ =

1
2
kλ2 =

P 2`

2AE
(9.3)

と得られる。なお，ひずみエネルギーを変位で微分するとその変位に対応する P となるが

∂UN

∂λ
= P (9.4)

これはカステリアーノの第 1定理の帰結で詳しい話はまた後で触れる。先に話を進めよう。dλ = `dε

を (9.3)に入れると

UN =
∫ λ

0
Pdλ =

∫ ε

0
EA`εdε =

1
2
σεV (V = A：̀真直棒の体積) (9.5)

したがって単位体積当たりのひずみのエネルギー uN は全体積 V で割って

uN =
UN

V
=

1
2
σε =

1
2E

σ2 (9.6)

uN を εで微分すると
∂uN

∂ε
= σ (9.7)

で，(9.4)と同様の関係式が得られる。

Ｂ．トラスのひずみエネルギー

荷重 P が作用している断面積A，長さ Lの部材からなる正三角形トラスの全ひずみエネルギーを求
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A B

C
P

A
B

C

NBA

NBC

A B

VBVA

HA HA
NAB

NAC

VAVB

60◦

30◦
x

y (1) (2)

C

図 9.3: トラス構造

めよう。(9.3)の P に相当するのがトラスの軸方向力になるので，各部材軸方向力を求めれば，全ひず

みエネルギーが計算できる。まず反力を求める。ローラー支点であるB点には鉛直方向の反力 VBしか

生じない。したがって

∑
X = HA + P = 0,

∑
Y = −(VA + VB) = 0,

∑
M = L× VA + L× P cos 30◦ = 0

... HA = −P, VA = −
√

3
2

P, VB =
√

3
2

P

次に各部材の軸方向力を求める。(1)のように仮想切断し節点 Aでの軸方向力をNAB, NAC として力

のつり合の式を立てると




∑
X = HA + NAB + NAC cos 60◦ = 0

∑
Y = −(VA + NAC sin 60◦) = 0

... NAB =
P

2
, NAC = P （圧縮力）

トラスの全ひずみエネルギーは各部材のひずみエネルギーの和なので，(9.3)より

UN =
L

2AE
(N2

AB + N2
AC + N2

BC) =
9P 2L

8AE
(9.8)

と得られる。一般的に n本の部材からなるトラスの i番目の軸方向力をNi，断面積を Ai，長さを Li，

ヤング率をEiとするとトラスの中に蓄えられる全ひずみエネルギーは

UN =
∑

i=1

Li

2AiEi
N2

i =
1
2

n∑

i=1

ρiNi
2

(
ただし，ρi =

Li

AiEi

)
(9.9)

で与えられる。

Ｃ．せん断力によるひずみエネルギー

面積 Aの断面にせん断力 Qが作用してせん断ひずみ γ が生じているとする。せん断ひずみエネル

ギーを UQとする。せん断応力 τ とせん断ひずみ γの間には γが小さい範囲でフックの法則が成立し，

τ = Gγ, γ =
λ

∆x
(9.10)

比例定数Gをせん断弾性係数という24。(9.10)より

τ =
Q

A
= G

λ

∆x
−→ λ =

∆x

GA
Q, ... dλ =

∆x

GA
dQ

24γ の単位は [rad]，Gの単位は [N/mm2]。
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Q = τA

h

A = wh

λ

y

dy

x
dx

h/2

−h/2
y

x

w

∆x

γ

`

γ =
λ

∆x

せん断ひずみ

せん断力

せん断力

Q

　　

図 9.4: せん断力による歪エネルギー

となるので，せん断力によるひずみエネルギー UQは

UQ =
∫ λ

0
Qdλ =

∆x

GA

∫ Q

0
QdQ =

1
2

Q2∆x

GA
(9.11)

で与えられる。単位体積当たりのひずみエネルギーを uQとすると

uQ =
UQ

A∆x
=

1
2

Q2

GA2
=

τ2

2G
=

1
2
τγ =

1
2G

τ2 (9.12)

となる。この式は (9.6)と同じ形をしている。

Ｄ．曲げによるひずみエネルギー

はりの曲げによって蓄えられるひずみエネルギー UM を求める。

M M

dx

dθ

`

x

h

w

A

断面
ρ

図 9.5: 曲げによる歪エネルギー

長さが `のはりの微小部分 dxについて考える。微小部分に作用する曲げモーメントをM とする。部

材の曲げ角を dθとすると dx = ρdθより

dθ =
1
ρ
dx =

M

EI
dx

このとき，微小部分に蓄えられるひずみエネルギー UM は (9.1)より

dUM =
1
2
Mdθ =

1
2

M2

EI
dx

はり全体に蓄えられるエネルギーは，これを全長にわたって積分して

UM =
1
2

∫ `

0

M2

EI
dx (9.13)
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９－１－３．単純ばりのひずみエネルギー

図 9.6に示す 1点に荷重が作用している単純ばりのひずみのエネルギーを求めよう。

C

VA VB

A

P

B

a

`

b

x +
− +A C B A

C

B

Q図 M 図
h

w

A

断面

x′

図 9.6: 単純ばりの歪エネルギー

支点Aからの距離 xにおける位置でのせん断力と曲げモーメントは

AC間 Q(x) =
b

`
P M(x) =

b

`
Px (0 ≤ x ≤ a)

BC間 Q(x) = −a

`
P M(x) =

a

`
P (`− x) (a ≤ x ≤ `)

（１）曲げモーメントによるひずみエネルギー

Mxは C点を境に変わるので積分は 0 ≤ x ≤ aと a ≤ x ≤ `の 2つの範囲に分けて実行すると

UM =
1
2

∫ a

0

1
EI

(
b

`
Px

)2

dx +
1
2

∫ `

a

1
EI

(a

`
P (`− x)

)2
dx =

a2b2P 2

6EI`
=

P 2

6EI

a2(l − a)2

`
(9.14)

となる。関数 f(x) = x2(` − x)2/` (0 ≤ x ≤ `)は x = `/2の中央で最大値をとるので，曲げモーメン

トによる歪エネルギーが最大となるのは荷重 P がはりの中央に作用したときである。

0 ``/2
x

f(x)

f(x) = x2(`− x)2/`

`0

f(x)

`/2

f(x) = x(`− x)/`

(9.14)に a = b = `/2を代入すると

Umax
M =

P 2`3

96EI
(9.15)

が得られる

（２）せん断力によるひずみエネルギー

微小体積 dA · dxのひずみエネルギーは (9.12)より

dUQ =
1
2
τ γdAdx =

1
2G

τ2dAdx

したがって全体のひずみエネルギーは

UQ =
1
2

∫ `

0

∫

A

τ2

G
dAdx (9.16)
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となる。せん断応力 τ は (8.16)より

τ =
1

Ah2

(
h2

4
− y2

)
· Q(x)

A

で与えられた。これを (9.16)に入れると

UQ =
1

2GA2

∫ `

0
Q(x)dx

∫ h/2

−h/2

{
6
h2

(
h2

4
− y2

)}2

dA

dA = wdyなので変数 yについての積分を先に計算すると
∫ h/2

−h/2

{
6
h2

(
h2

4
− y2

)}2

dA = w

∫ h/2

−h/2

{
6
h2

(
h2

4
− y2

)}2

dy =
6
5
wh =

6
5
A

となるので，UQは

UQ =
3

5GA

∫ `

0
Q(x)dx (9.17)

で表される。せん断力Q(x)はAC間でQ(x) = bP/`，BC間でQ(x) = −aP/`なので

UQ =
3

5GA

{∫ a

0

(
bP

`

)2

dx +
∫ b

0

(
−aP

`

)2

dx′
}

=
3abP 2

5GA`
=

3P 2

5GA

a(`− a)
`

(9.18)

関数 f(x) = x(`− x)/`は x = `/2の中央で最大値をとる。(9.18)に a = b = `/2を代入すると

Umax
Q =

3`P 2

20AG
(9.19)

と得られる

※補足：“曲げモーメントのなす仕事はせん断力のなす仕事よりはるかに大きい”（第 6話）の検証。

曲げモーメントとせん断力によるひずみエネルギーをUM，UQとする。ヤング率Eとせん断弾性係

数Gの間には次式が成立する。νはポアソン比。

G =
E

2(1 + ν)
(ν = −ε′/ε, ε′ :横ひずみ度，ε：縦ひずみ度) (9.20)

νは弾性限界内では材料固有の定数となり 0 ∼ 0.5の範囲をとる。これからGはEの 1/3～1/2の大き

さとなることが分かる。いま，材料のポアソン比が ν = 0.3とするとG = (5/13)E。また，このはりの

断面 2次モーメントは I = wh3/12 = Ah2/12なので UQは

UQ =
13
100

· abh2P 2

EI`
(9.21)

UQと UM の比をとると
UQ

UM
=

39h2

50ab

とくに a = b = `/2のときは
UQ

UM
= 3.12

(
h

`

)2

ここで，はりの高さ hとはりの全長 `との比を h/` = 1/10とすれば UQ/UM
.= 0.03となる。通常のは

りでは h/` < 1/10であるから，はりのひずみエネルギーを計算するときはせん断力の影響は無視でき

ることが分かる。
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９－２．カステリアーノの定理

お待たせしました，カステリアーノの定理の登場です。この定理には第 1定理と第 2定理があって

・カステリアーノの第 1定理

ひずみエネルギー U を変位 δ1, δ2, · · · , δiの関数として表す時とき，i点での外力 Piは

Pi =
∂U

∂δi

(9.22)

で表される。

・カステリアーノの第 2定理

ひずみエネルギー U を外力 P1, P2, · · · , Piの関数として表す時とき，i点での変位 δiは

δi =
∂U

∂Pi

(9.23)

で表される。

P

`

`/2

A BC

δC

定理の適用例として，長さが `の単純ばりの中央に荷重 P が作用してい

るケースを見てみよう。ひずみエネルギーとたわみは (9.15)，(7.27)で与え

られていて

U =
P 2`3

96EI
, δC =

P`3

48EI
−→ U =

24EI

`3
δ2
C

U を δC で微分すると
∂U

∂δC

=
48EI

`3
δC = P

となって，荷重 P が得られる。U を P で微分すると

∂U

∂P
=

P`3

48EI
= δC

となって変位 δC が得られる。

第 2定理の導出は本話の最後で行うので，さっそく具体的な問題に当たっていこう。

（１）片持ちばり

自由端 Bに荷重 P が作用している片持ちのばりの B点でのたわみ yB を求める。ひずみエネルギー

P

A B

`

A B

M(x) = −P (`− x)

M 図

x

y

x x

は曲げモーメントによるものだけを考える。xの距離での曲げモーメントはM(x) = −P (`− x)なので

(9.13)より

UM =
1
2

∫ `

0

M(x)2

EI
dx =

1
2

∫ `

0

P 2(`− x)2

EI
dx =

`3P 2

6EI
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B点のたわみ δB はカステリアーノの第 2定理から

δB =
∂UM

∂P
=

P`3

3EI
(9.24)

これは (7.19)と一致する。

（２）単純ばり

支点Aにモーメント荷重M が作用している単純ばりのA点におけるたわみ角 θAを求める。

A

`

x

A B
+

モーメント荷重

M(x) = M(1− x/`)

M
B

支点Aから距離 xの位置の曲げモーメントは (??)より

M(x) = M
(
1− x

`

)

したがってたわみ角 θAはカステリアーノの第 2定理より

θA =
∂UM

∂M
=

1
2

∫ `

0

∂

∂M

(
M(x)2

EI

)
dx =

1
2EI

∫ `

0

∂

∂M

{
M2

(
1− x

`

)2
}

dx

=
1

EI

∫ `

0
M

(
1− x

`

)2
dx =

M`

3EI

（３）片持ちばりラーメン

片持ちばりラーメンの曲げによるひずみエネルギー UM と荷重点 Cの鉛直変位 δCV，水平変位 δCH

を求める。ただし，軸方向力の影響は無視する。

CB

A

P

x

P

M2(x)

M1(x)

x

`

h

x

A

B
C

X

仮想荷重P

x

P
BC間 AB間

曲げモーメントは

CB間 (0 ≤ x ≤ `) Px + M1(x) = 0 ...M1(x) = −Px

BA間 (0 ≤ x ≤ h) P` + M2(x) = 0 ...M2(x) = −P`

曲げによる片持ちラーメン全体のひずみエネルギーを U とすると

U = U1 + U2

=
1
2

∫ `

0

M1(x)2

EI
dx +

1
2

∫ h

0

M2(x)2

EI
dx =

(3h + `)P 2`2

6EI
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したがって C点のひずみ δCV はカステリアーノの第 2定理より

δCV =
∂U

∂P
=

(3h + `)P`2

3EI

次に水平変位 δCH を求める。この場合，水平方向の変位を求めるので荷重 P に加えて水平右向きに

仮想荷重X を作用させ，最後にX → 0とする。仮想荷重を作用させたときの曲げモーメントは

CB間 M1(x) = −Px

BA間 M2(x) = −P`−Xx

これから

U =
(`3 + 3h`2)P 2 + 3h2`PX + h3X2

6EI
(9.25)

したがって，C点の水平変位 δCH はカステリアーノの第 2定理より

δAH =
∂U

∂X

∣∣∣
X→0

=
(3P`h2 + 2h3X)

6EI

∣∣∣
X→0

=
P`h2

2EI

（４）ラーメン

ラーメン構造の部材BCの中点に鉛直荷重 P が作用しているとき，D点における水平変位 δDH とた

わみ角 θDを求める。

A

B C
P

D

E

VA VD

X

x

x x x

HAA

B C
P

D

E

h

`/2

`

A

B C
P

D

E

`/2

VA VD

M

(1)水平仮想荷重X を作用 (2)仮想モーメントM を作用

x

D点の水平変位を求めるためにD点に水平方向右向きに仮想荷重Xを作用させる。このときピン支

点Aには水平反力HAが生じる。支点A，Dでの反力を VA, HA, VDとすると
∑

X = −HA + X = 0 ... HA = X

∑
Y = P − (VA + VD) = 0 ... VA + VD = P

∑
MA = −`VD +

`

2
P = 0 ... VD = VA =

P

2
各部材に生じる曲げモーメントは

AB間 (0 ≤ x ≤ h) M1(x) = xHA = Xx

BE間 (0 ≤ x ≤ `) M2(x) = xVA + hHA =
P

2
x + hX

EC間 (0 ≤ x ≤ `/2) M3(x) = −xP +
(

`

2
+ x

)
VA + hHA = −Px +

(
`

2
+ x

)
P

2
+ hX

CD間 (0 ≤ x ≤ h) M4(x) = (h− x)X
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ラーメンのひずみエネルギーは各部材のひずみエネルギーの総和になるので

U =
∫ h

0

M2
1

2EI
dx +

∫ `/2

0

M2
2

2EI
dx +

∫ `/2

0

M2
3

2EI
dx +

∫ h

0

M2
4

2EI
dx

=
4∑

i=1

∫
M2

i

2EI
dx (9.26)

カステリアーノの第 2定理よりD点の水平変位 δDH は ∂U
∂X を計算すれば求められるが，直接計算する

のではなく次の合成関数の微分法を活用すれば計算が容易になる。

∂U

∂X
=

4∑

i=1

∂U

∂Mi

∂Mi

∂X
=

∂U

∂M1

∂M1

∂X
+

∂U

∂M2

∂M2

∂X
+

∂U

∂M3

∂M3

∂X
+

∂U

∂M4

∂M4

∂X

(9.26)の各項は

∂U

∂M1

∂M1

∂X
=

∫ h

0

M1

EI

∂M1

∂X
dx =

∫ h

0

X

EI
x2dx =

h3X

3EI

∂U

∂M2

∂M2

∂X
=

∫ `/2

0

M2

EI

∂M2

∂X
dx =

∫ `/2

0

1
EI

(
P

2
x + hX

)
hdx =

h`(` + 8hX)
16EI

∂U

∂M3

∂M3

∂X
=

∫ `/2

0

M3

EI

∂M3

∂X
dx =

∫ `/2

0

1
EI

{
−Px +

(
`

2
+ x

)
P

2
+ Xh

}
hdx =

h`(P` + 8hX)
16EI

∂U

∂M4

∂M4

∂X
=

∫ h

0

M4

EI

∂M4

∂X
dx =

∫ h

0

1
EI

X(h− x)(h− x)dx =
h3X

3EI

となり，D点の水平変位は

δDH =
∂U

∂X

∣∣∣
X→0

=
h`2P

8EI
(9.27)

と求められる。

次にD点のたわみ角 θD を求める。仮想水平荷重X の代わりに仮想モーメントM をD点に作用さ

せればよい。このときの反力は

∑
Y = P − (VA + VD) = 0 ... VA + VD = P

∑
MA =

`

2
P −M − `VD = 0 ... VD =

P

2
− M

`
, VA =

P

2
+

M

`

各部材に生じる曲げモーメントは

AB間 (0 ≤ x ≤ h) M1(x) = 0

BE間 (0 ≤ x ≤ `) M2(x) = xVA =
(

P

2
+

M

`

)
x

EC間 (0 ≤ x ≤ `/2) M3(x) = −xP +
(

`

2
+ x

)
VA =

(
M

`
− P

2

)
x +

M

2
+

P`

4
DC間 (0 ≤ x ≤ h) M4(x) = M
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したがって，カステリアーノの第 2定理より

θD =
∫

M

EI

∂M

∂M
dx =

∫ `/2

0

1
EI

(
M

`
+

P

2

)
x

(x

`

)
dx

+
∫ `/2

0

1
EI

(
−P

2
x +

M

`
x +

M

2
+

P`

4

)(
1
2

+
x

`

)
dx +

∫ h

0

1
EI

Mdx

=
(2M + P`)`

48EI
+

(7M + P`)`
24EI

+
hM

EI

ここでM → 0とすると

θD =
P`2

16EI
(9.28)

（５）トラス

点A，Bがピン接合で壁に固定された 2本の部材からなるトラスがあり，点 Cに荷重 P が作用して

いる。点 Cの鉛直方向の変位 δCV と水平方向の変位 δCH を求める。

`

P

A

B

C

π
4

X

N1

N2 X

P

π
4 C

√
2`

x

y

点 Cに仮想荷重X を作用させ，各部材の軸方向力N1, N2を求める。点 Cでの力のつり合いより

X −N2 −N1 cos 45◦ = 0

P −N1 sin 45◦ = 0 ... N1 =
√

2P, N2 = X − P

トラス全体のひずみエネルギーは (9.9)より

UN =
√

2`N2
1

2AE
+

`N2
2

2AE
=

`

2AE

{
2
√

2P 2 + (X − P )2
}

したがってカステリアーノの第 2定理より

δCV =
∂UN

∂P

∣∣∣
X=0

=
(1 + 2

√
2)P`

AE

δCH =
∂UN

∂P

∣∣∣
X→0

= − P`

AE

これから点 Cは下向きに δCV，左向きに δCH 変位することが分かる。
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９－３．カステリアーノの第 2定理の導出

カステリアーノの第 2定理を導出する。最初にマクスウェルの相反定理の話を済ませ，第 2定理の導

出という段取りとなる。

（１）マクスウェルの相反定理

弾性体の 2点 A1, A2を考える。いま，点 A1に荷重 P1が作用して点 A1は A′1に変位したとし，P1

方向の変位成分を a11P1とする。この状態において点A2に荷重 P2を作用させ，その結果，点A1が荷

重 P1の方向へ a12P2だけ変位したとしよう。

・ 点A1において荷重 P1により P1の方向へ a11P1だけ移動

・ 点A1において荷重 P2により P1の方向へ a12P2だけ移動

比例係数 aij の最初の添え字 iは変位点の位置，あとの添え字 j は荷重点の位置を表すものとする。

荷重 P1, P2による点A1の変位を δ1とすると，δ1は a11P1と a12P2との重ね合わせになる。

δ1 = a11P1 + a12P2 (9.29)

点A2においてもまったく同じことがいえるので，点A2における P2方向の変位を δ2とすると

δ2 = a21P1 + a22P2 (9.30)

となる。変位が δ1, δ2から dδ1, dδ2だけ増加するときのひずみエネルギーの増加 dU は

dU = P1dδ1 + P2dδ2 (9.31)

A1

δ1

A′1
δ2

A′2

P1

P2

図 9.7: 荷重と変位

(9.29), (9.30)より

dδ1 = a11dP1 + a12dP2, dδ2 = a21dP1 + a22dP2

これを (9.31)に入れて整理すると

dU = (a11P1 + a21P2)dP1 + (a12P1 + a22P2)dP2 (9.32)

ひずみエネルギーは P1, P2の連続関数 U = U(P1, P2)なので，U の全微分は

dU =
∂U

∂P1

dP1 +
∂U

∂P2

dP2
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と表され，(9.32)との比較より

∂U

∂P1

= a11P1 + a21P2,
∂U

∂P2

= a12P1 + a22P2 (9.33)

を得る。(9.33)の第 1式を P2で，第 2式を P1で偏微分すると

∂2U

∂P1∂P2
= a21,

∂2U

∂P2∂P1
= a12 (9.34)

U は連続関数なので微分の順序に無関係であることから

a21 = a12 (9.35)

の関係が得られる。これをマクスウェルの相反定理という。一般に n個の荷重が作用した場合にも同

様の関係（a21 = a12, a31 = a13, · · ·）が成立する。
荷重としてモーメント荷重が作用すれば変位は回転角になる。力やモーメント荷重をあわせて一般

化力，作用方向の移動量（距離や回転角）を一般化変位といっている。

※補足：マクスウェルの相反定理の意味するところを具体的説明すると，a12はA2点に単位荷重P2 = 1

が作用したために点A1に生じるP1方向の変位，a21は点A1に単位荷重P1 = 1が作用したために点A2

に生じる P2方向の変位で，これが相等しいということをいっている。つまり点A2に単位荷重 P2 = 1

が作用したために点 A1に生じる P1方向の変位は，点 A1に単位荷重 P1 = 1が作用したために点 A2

に生じる P2方向の変位に等しいということ。

次の例題を考えてみよう。長さ `の片持ちばりABの中点Cに荷重 P が作用する場合，点 Bにおけ

るたわみ δBを求めるという問題で，自由端Bに荷重 P が作用する場合，中点Cにおけるたわみ δC は

P

A B
P

A B

`

`/2

x
δB

`

`/2

C C
δC

(7.11)より

δC =
P

6EI
(3`− x)x2

∣∣∣
x=`/2

=
5P`3

48EI

マクスウェルの相反定理より，このたわみ δC は点Cに荷重 P が作用するために点Bのたわみ δBに等

しいことになる。//

さて，ここまでくればカステリアーノの第 2定理の導出は容易にできる。

（２）カステリアーノの第 2定理の導出

(9.33)に (9.35)を入れて整理すると

∂U

∂P1

= a11P1 + a21P2 = a11P1 + a12P2 = δ1

∂U

∂P2

= a12P1 + a22P2 = a21P1 + a22P2 = δ2
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の関係式が得られる。これを一般化力と一般化変位に拡張して表すと

∂U

∂Pi

= δi，
∂U

∂Mi

= θi (9.36)

となる。これはカステリアーノの第 2定理である。
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第 10話. 不静定構造物

第 10話は不静定構造物の話題をとりあげる。

１０－１．1次不静定ばり（1端固定・他端単純支持ばり）

Ａ.集中荷重

VA, VB, HB, MB の 4つの反力をもつ 1次不静定性の 1端固定・他端単純支持ばり25を考えよう。

P

A
BC

L/2 L/2

P

X

VB

HB

MB

不定静力

1次不静定ばり

HB

MB

VA VB

x1 x2

（１） （２）

A
C B

反力 VA を外力 (不静定力)X に置き換える

基本静定形

図 10.1: 1次不定性ばり

上図 (1)でローラー支点Aがなければこれは片持ち静定ばりである。そこで，支点Aに働く反力 VA

を，片持ち支持ばりの自由端 Aに作用する「外力X」とみなせば，1次不静定ばりの問題を静定ばり

の問題にすり替えることができ，そうなると力のつり合いの式だけで対処が可能になる！ 外力として

置き換えた反力を「不静定力」といい，不静定問題を静定問題と不静定力に置き換えた形を基本静定

形と呼んでいる。それでは 1次不静定ばりの問題を解いていこう。

（１）反力と断面力を求める

・最小作用の原理

最小作用の原理を使って解こう。最小仕事の原理というのはカステリアーノの第 2定理のいいかえに

あたるが，「構造物を支える支点反力は構造物に生じるひずみエネルギーが最小になるように働く」と

いうもの。ひずみエネルギー U をX の関数として求め，∂U/∂X = 0より不静定力X を確定する。

さて，図 10.1（２）の基本静定形片持ちばりでの各反力は，力のつり合いの式より

X + VB − P = 0, LX − L

2
P −MB = 0, HB = 0

... VB = P −X, MB =
(

X − P

2

)
L, HB = 0 (10.1)

と表せる。荷重 P に加え外力X が作用したときの曲げモーメントM は26

M：





AC間 (0 ≤ x1 ≤ L/2) MAC = Xx1

CB間 (0 ≤ x2 ≤ L/2) MCB = (X − P )x2 +
L

2
X

(10.2)

25(5.2)の判別式m = n + j − 3sを使えば n = 4, j = 0, s = 1でm = 1となる。
26第 1話・片持ちばり 2点荷重参照
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したがって，ひずみエネルギー U は (9.13)より

U =
1
2

∫
M(x)2

EI
dx =

1
2EI

∫ L/2

0
M2

ACdx1 +
1

2EI

∫ L/2

0
M2

CBdx2

=
1

2EI

∫ L/2

0
(Xx1)2dx1 +

1
2EI

∫ L/2

0

{
(X − P )x2 +

L

2
X

}2

dx2 (10.3)

となる。ひずみエネルギーが最小となるX は ∂U/∂X = 0を満たす27ことから

∂U

∂X
=

1
EI

∫ L/2

0
Xx2

1dx1 +
1

EI

∫ L/2

0

{
(X − P )x2 +

L

2
X

}
·
(

x2 +
L

2

)
dx2

=
XL3

24EI
+

(14X − 5P )L3

48EI
=

L3

48EI
(16X − 5P ) = 0

... X =
5
16

P (10.4)

と得られる。これを (10.1)に代入すれば各反力は




VA = X =
5
16

P, VB = P −X =
11
16

P

MB =
(

X − P

2

)
= − 3

16
PL, HB = 0

(10.5)

と求められ，また，断面力は

Q：





AC間 (0 ≤ x1 ≤ L/2) QAC =
∂MAC

∂x1

= X =
5
16

P

CB間 (0 ≤ x2 ≤ L/2) QCB =
∂MCB

∂x2

= X − P = −11
16

P

(10.6)

M：





AC間 (0 ≤ x1 ≤ L/2) MAC =
5
16

Px1

CB間 (0 ≤ x2 ≤ L/2) MCB = −11
16

Px2 +
5
32

P

(10.7)

と求められる。

P

+
−

+

−

5
16

P

−11
16

P

5
32

PL

− 3
16

PL

Q図

M 図

１次不静定ばり
P単純ばり

+

−

片持ちばり P

1
4PL

−1
2PL

静定ばり

M 図

M 図

A
C B

A
C

B

A
C B

VA = P
2

VB = P
2

VA = 0
VB = P

VA = 5P
16

VB = 11P
16

（１）

（２）

図 10.2: 1次不静定ばりと静定ばりの比較
27カステリアーノの第 2定理によれば点 Aのたわみ δA は δA = ∂U/∂X で与えられる。ところで Aは支点なのでたわみ

はゼロである。最小仕事の原理とカステリアーノの第 2定理は同じ結果を与える。
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※補足：図 10.2に示す静定ばりのケースと比較してみよう。同じ長さの単純ばり（１）の中央に荷重 P が作用

すれば最大曲げモーメントはMmax = PL/4 = 0.25PL，片持ちばり（２）ではMmax = PL/2 = 0.5PLとな

る。一方，1次不静定ばりの最大曲げモーメントはMmax = −3PL/16 = −0.19PLである。両者を絶対値で比

較すれば，1次不静定ばりの方の値が一番小さく，はりの応力が一番小さいことになる。支点反力を較べてみて

も不静定ばりの方が小さい。ということで，不静定構造にすることではりの安全性を高めることができるという

ことがわかる。実際の構造物のほとんどが不静定構造物である理由がここにある。

・仮想仕事の原理

次に仮想仕事の原理28を使って解こう。この要点は支点 Aのたわみ δAをX の関数として求め，支

点 Aは撓まないことから δA = 0としてX を確定するということになる。C点に単位仮想荷重 P = 1

を作用させたときの仮想曲げモーメントM は

曲げモーメント　 　仮想系　 　実体系　

・AC間 (0 ≤ x1 ≤ L/2) M = x1, M = Xx1,

・CB間 (0 ≤ x2 ≤ L/2) M = x2 +
L

2
, M = (X − P )x2 +

L

2
X,

(10.8)

P = 1
x1 x2

A
C B

X
x1 x2

A
C B

P
A点のたわみを求める

仮想系

M

基本静定形

図 10.3: 仮想仕事の原理

仮想仕事の原理 (6.11)より δAは

δA =
∫

M
M

EI
dx =

1
EI

∫ L/2

0
MMdx1 +

1
EI

∫ L/2

0
MMdx2

=
1

EI

∫ L/2

0
Xx2

1dx1 +
1

EI

∫ L/2

0

(
x2 +

L

2

)
·
{

(X − P )x2 +
L

2
X

}
dx2

=
L3

48EI
(16X − 5P ) (10.9)

ところで支点Aの変位はゼロなので δA = 0でなければならない。これから

X =
5
16

P (10.10)

となる。これは最小仕事の原理から求めた (10.4)と一致する。

28仮想仕事の原理を忘れた方は第 6話を再読されたし。
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P = 1
仮想単位荷重

A
C B

基本静定形

x

たわみ δC を求める

ついでにC点の鉛直たわみ δC を求めよう。右図の基本静定形

で C点に仮想単位荷重を掛ける。実曲げモーメントと仮想曲げ

モーメントM は

MAC = Xx1, MCB =
5
32

PL− 11
16

Px

MAC = 0, MCB = −x

これから C点のたわみは

δC =
1

EI

∫
MMdx =

∫ L/2

0

(
5
32

PL− 11
16

Px

)
(−x)dx =

7PL3

768EI

と求められる。

Ｂ．等分布荷重

（１）最小作用の原理

等分布荷重 wの 1次不静定ばりの問題を最小作用の原理を使って解こう。図 10.4を参照いただき

たい。

A
B X

VB

HB

MB

不定静力

1次不静定ばり

HB

MB

VA VB

（１） （２）

A
B

基本静定形

L
x

w w

図 10.4: 等分布荷重

図 (2)に示す反力 VAを不静定力X に置き換えた基本静定形を考える。曲げモーメントM(x)は

M(x) = Xx− wx2

2
(10.11)

であたえられるのでひずみエネルギー U は

U =
1
2

∫
M(x)2

EI
dx =

1
2EI

∫ L

0

(
Xx− wx2

2

)2

dx

=
L3

120EI
(3L2w2 − 15LwX + 20X2) (10.12)

U を最小にするX は

∂U

∂X
=

L3

120EI
(−15LwX + 40X) = 0, X =

3
8
wL (10.13)
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したがって反力 VA, VB は

VA = X =
5
8
wL, VB = wL−X = wL− VA =

5
8
wL (10.14)

となる。断面力は 



M(x) = Xx− wx2

2
=

3
8
wLx− 1

2
wx2

Q(x) =
∂M

∂x
=

3
8
wL− wx

(10.15)

Q図，M 図を図 10.5に示す。

+
−+

−

Q図
M 図3wL

8

− 5wL
8

−wL2

8

Mmax = 9wL2

128

図 10.5: 1次不静定ばり・等分布荷重のQ, M 図

１０－２．1次不静定ラーメン

Ａ．水平荷重

水平荷重Pが作用している1次不静定ラーメン29の支点Ｂでの水平変位を求める。反力はVA, VB, HA, HB

の 4つ。B点の水平変位を求めるために B点のピン支点をローラ支点に変え，反力HB を外力X に置

き換えた基本静定形を考える。

P

A

C D

`

`

B
HA HB

VA VB

1次不静定ラーメン 基本静定形

A

C D

B
HA X

VA VB

x1 x3

x2
P

図 10.6: 水平荷重ラーメン

反力は力のつり合いの式より

∑
X水平 = P −HA + X = 0,

∑
Y = VA + VB = 0,

∑
MB = VA` + P` = 0

... HA = P + X, VA = −P, VB = P (10.16)

29m = n + j − 3S = 4 + 3× 2− 3× 3 = 1
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曲げモーメントは



AC間 (0 ≤ x1 ≤ h) MAC = HAx1 = (P + X)x1

CD間 (0 ≤ x2 ≤ `) MCD = VAx2 + HA` = P (`− x2) + X`

BD間 (0 ≤ x3 ≤ h) MBD = Xx3

(10.17)

したがって，ひずみエネルギー U は (9.13)より

U =
1
2

∫
M(x)2

EI
dx =

1
2EI

(∫ `

0
M2

AC
dx1 +

∫ `

0
M2

CD
dx2 +

∫ `

0
M2

BD
dx3

)

=
(2P 2 + 5PX + 5X2)`3

6EI
(10.18)

と得られる。B点の水平変位 δBH は

δBH =
∂U

∂X
/X→0 =

5P`3

6EI
(10.19)

最小作用の原理 ∂U/∂X = 0より

X = −P

2
(10.20)

A

C

B

D

+ −

−M 図

図 10.7: 水平荷重 1次不静定ラーメ
ンのM 図

したがって反力は

VA =－ P, VB = P, HA =
P

2
, HB = −P

2
(10.21)

曲げモーメントは



AC間 (0 ≤ x1 ≤ ell) MAC =
P

2
x1

CD間 (0 ≤ x2 ≤ `) MCD = P

(
`

2
− x2

)

BD間 (0 ≤ x3 ≤ `) MBD = −P

2
x3

(10.22)

Ｂ．等分布荷重

等分布荷重が作用している 1次不静定ラーメンを考えよう。反

力は VA, VB, HA, HB の 4つ。B点の水平変位を求めるため B点のピン支点をローラ支点に変え，反

力HB を外力X に置き換えた基本静定形を考える。

反力は力のつり合いの式より
∑

X水平 = HA −X = 0,
∑

Y = VA + VB − wl = 0,
∑

MB = VA · `− w`2

2
= 0

... HA = X, VA = VB =
w`

2
(10.23)

曲げモーメントは




AC間 (0 ≤ x1 ≤ h) MAC = −HAx1 = −Xx1

CD間 (0 ≤ x2 ≤ `) MCD = −HAh +
wl

2
x2 − w

2
x2

2 = −Xh +
wl

2
x2 − w

2
x2

2

BD間 (0 ≤ x3 ≤ h) MBD = Xx3

(10.24)
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w

A

C D

`

h

B
HA HB

VA VB

1次不静定ラーメン 基本静定形

w

A

C D

B
HA X

VA VB

x1 x3

x2

図 10.8: 等分布荷重ラーメン

ひずみエネルギー U は (9.13)より

U =
1
2

∫
M(x)2

EI
dx =

1
2EI

(∫ h

0
M2

AC
dx1 +

∫ `

0
M2

CD
dx2 +

∫ h

0
M2

BD
dx3

)

=
80h3 + 120h2`

240EI
X2 − h`3w

12EI
X +

`5w2

240EI
(10.25)

B点の水平変位 δBH は

δBH =
∂U

∂X
/X→0 = − h`3w

12EI
(10.26)

最小作用の原理 ∂U/∂X = 0より

X = − w`3

4h(2h + 3`)
(10.27)

したがって反力は

VA = BB =
w`

2
, HA = − w`3

4h(2h + 3`)
(10.28)

曲げモーメントは 



MAC = − w`3

4h(2h + 3`)
x1

MCD = − w`3

4(2h + 3`)
+

wl

2
x2 − w

2
x2

2

MBD =
w`3

4h(2h + 3`)
x3

(10.29)
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