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レヴィ・チヴィタ（Levi Civita）の全反対称テンソル

２００３．０６．２１ ｂｙ KENZOU

[ ]2003.12.13・・・問題７：角運動量表示を追加

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝

１．はじめに

Levi-Civitaの記号は、ベクトル計算において、とくに 外積から内積に変換する 際に大きな効能があ

ります。ここでは、電磁気学再入門の「おまけ」として、また、今までベクトル計算でいろいろ計算

させられた御礼（？）として、Levi-Civitaの記号を使った具体的計算法をレポートします。また、練

習問題ものせていますので、ＴＲＹしてみてください。

２．Levi-Civitaの全反対称テンソル

                             1     i , j , k が１，２，３の偶置換であるとき   { }i j k ={ }123 ,{ }231 ,{ }312
ε i j k  =     −1     i , j , k  が１，２，３の奇置換 であるとき  { }i j k ={ }132 ,{ }213 ,{ }321   （１）

    0     それ以外                              

この定義から

ε 123 = 1    であり、

ε i j k  = −ε  j i k = −ε i k j = ε j k i  = ε k i j = ε k j i                                                     （２）

となります。また、

ε i  j  k  ε k l m = δ  i l δ j m − δ  i mδ j l                                                                              (３）

ε i  j  k  ε i l m = δ  j lδ k m − δ  j mδ k l                                                                            （４）

ε i  j  k  ε  j k l = 2! δ  i l                                                                                             （５）

δ i j = 1(i=j), 0 (imj)              （６）

が成り立ちます。

以上、たったこれだけです。これがベクトル計算で大いに威力を発揮します。

演習問題をやる前に 便利な [表記] を以下に載せておきます。

 

【表  記 】 －－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－

A(B = A iBi ①

( )A × B i = ε i j k  A j Bk ②
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( )∇ψ i = ∂ x i

∂ ψ
③

∇(A = ∂ xi

∂ A i
④

( )∇× A i = ε i j k ∂ x j

∂A k
⑤

( )∇B i j = ∂ xi

∂Bj
⑥

A(∇ψ  = A i ∂ x i

∂ψ
⑦

( )A(∇B i = Aj ∂ x j

∂Bi
⑧

( )AB i j = A iB j ⑨

∇(( )AB  = ∂ x j

∂
AiBj ⑩

 －－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－

■ 練 習 問 題 （Ｐｒａｃｔｉｃｅ ＆  Ｐｒａｃｔｉｃｅ！ ！ ）

[ 問 題 １]

 2個のベクトル A とB のベクトル積 の i 成分は

[ ]A × B i = ε i j k A j Bk

と書けることを示せ。

[答え]

[ ]A × B = A2B3 − A3B2 , A3B1 − A1B3 , A1B2−A2B1

であるから、各成分を書くと

[ ]A × B 1 = A2B3 − A3B2 = ε 1 j k A j Bk ,  

[ ]A × B 2 = A3B1 − A1B3 =  ε 2 j k A j Bk

[ ]A × B 3 = A1B2 − A2B1 =  ε 3 j k A j Bk
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 X   [ ]A × B i = ε i j k A j Bk

[ 問 題 ２]

３個のベクトル A, B , C について

A × [ ]B × C i = ε i  j  k  A j ε k l m Bl Cm = δ i lδ j m − δ l mδ j l A j Bl Cm

                          =B i( )A(C −C i( )A(B

A × [ ]B × C  =  B( )A(C − C( )A(B  

と書けることを示せ。

[答え]

問題（１）より

A × [ ]B × C i = ε i j k A j [ ]B × C k 

  = ε i  j  k  A j ε k l m Bl Cm = ε i  j  k  ε k l m A jBl Cm 

  = δ  i l δ j m − δ  i m δ j l A jBl Cm    ← （４）を使った。

  = δ  i lδ j m A jBl Cm − δ  i mδ j l A jBl Cm  

  = Biδ j m A j Cm − Ciδ j l A jBl

  = Bi A1C1 + A2C2 + A3C3 − Ci A1B1 + A2B2 + A3B3

  = Bi ( )A(C − Ci( )A(B

X A × [ ]B × C  =  B( )A(C − C( )A(B   が導かれます。

[ 問 題 ３]

[ ]A × B ([ ]C × D =( )A(C ( )B(D  − ( )A(D ( )B(C  を導け。

[答え]

[ ]A × B i= ε i  j  k  A jB k , [ ]C × D i= ε i l m ClD m

[ ]A × B ([ ]C × D i = ε i  j  k  A jB kε i l m ClD m = ε i  j  k  ε i l m A jB kClD m

 = δ  j lδ k m − δ  j mδ k l A jB kClD m    ← （５）を使った。

 = δ  j lδ k m A jB kClD m − δ  j mδ k l A jB kClD m
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 = (δ j l  A jCl)(δ kmB kD m) − (δ  j mA jD m)(δ k l B kCl)

 = ( )A(C ( )B(D  − ( )A(D ( )B(C

この問題は次ぎの点が勉強になりました。つまり、左辺はスカラー量で、 i 成分というのは意味がな

いですが、右辺はそれぞれ成分表示で書きました。計算を進めると結局ベクトルの内積のスカラー量

となり、メデタシメデタシということですが、左辺の成分表示という点が気にはなりましたが。

[ 問 題 ４]

A ×( )∇ × B  = ( )∇B (A − ( )A(∇ B

を導け。

[答え]

A ×( )∇ × B i = ε i  j  k  A j( )∇  × B k

  = ε i  j  k  A j ε klm ∂ xl

∂Bm
← 表記⑤を使った。

  = δ  i l δ j m − δ  i m δ j l A j ∂ xl

∂Bm
     ← （３）を使った。

  = ∂ x i

∂Bj
A j −   A j ∂ x j

∂Bi

  = ( )∇ B (A − ( )A(∇ B i

[ 問 題 ５]

∇×( )∇× A  = ∇( )∇(A − ∇2A

を導け。

[答え]

∇×( )∇× A i = ε i  j  k  ∂ xj

∂
( )∇× A k 

= ε i  j  k  ∂ xj

∂
ε k l m ∂ xl

∂Am

= δ  i lδ j m − δ  i mδ j l ∂ xj

∂
∂ x l

∂A m
     ←（３）を使った。
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= ∂ xj

∂
∂ xi

∂A j
 − ∂ xj

∂
∂ x j

∂A i

= ∂ xi

∂
∂ xj

∂A j
 − 

∂ xj
2

∂2A i
← 第1項の微分の順序を入れ替えた。

= ∇( )∇(A −∇2A i

[ 問 題 ６]

∇×( )A × B = A( )∇(B  − B( )∇(A + ( )B(∇ A − ( )A(∇ B

を導け。

[答え]

∇×( )A × B i = ε i  j  k  ∂ xj

∂
( )A× B k

= ε i  j  k  ∂ xj

∂ ε k l m AlBm

= δ  i l δ j m − δ  i m δ j l ∂ xj

∂
AlBm

= δ  i l δ j m ∂ xj

∂
AlBm − δ  i mδ j l ∂ xj

∂
AlBm

= ∂ xj

∂
A iBj − ∂ xj

∂
A jBi

 

= ∂ x i

∂A i
Bj + A i ∂ x i

∂Bj
 − ∂ x j

∂A j
Bi + A j ∂ x j

∂Bi

= A( )∇(B + ( )B(∇ A − B( )∇(A − ( )A(∇ B i

[ 問 題 ７]  (2003.12.13 追加）

量子力学での軌道角運動量をL L1, L2, L3 とするとL = x × p と書ける。これから

Li = ε i j k xj pk

となることを示せ。また次ぎの交換関係が成立することを示せ。
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Li , L j =iTε i  j  k  Lk

[答え]

問題１と同じであるから

Li = ( )x × p i = ε i l k  xl  pk 　　①

が成り立つ。また、

L j = ( )x × p j = ε j m n xm pn 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　①’

と書ける。ここで ε の足をどう書くか迷うところだが、一番左の足はLj の j を受け継ぐから

j でよいが、次ぎの足は Li で  j, k が既に使われているからそれ意外の例えば m , n と書く、

ここがポイント。従って交換関係は

Li , L j =LiLj −LjLi=ε i l k ε j m n x l pk , xm pn 　　　　　　　②

となる。公式 [ ]A,BC =B[ ]A ,C +[ ]A,B C を使うと A=x l pk ,B=xm , C =pn とおいて

Li , L j =ε i l k ε j m n xm xl pk, pn + xl  pk, xm pn

  =ε i l k ε j m m xm − xl pn , pk − pn, xl pk + − xl xm, pk − xm, xl pk pn

  =iTε i l k ε j m n xm pkδ n l  − xl  pnδ m k

  =iT ε i l k ε j m l xm pk −ε i l k ε j k n xl pn ③

ここで交換関係　　 xi,  pj =iTδ i j , pi,  pj =0, xi, xj =0　を使った。　（２）（３）より

ε i j k  = −ε  j i k = −ε i k j = ε j k i = ε k i j = ε k j i                        （２）

ε i  j  k  ε k l m = δ  i lδ j m − δ  i mδ j l 　 　　　　（３）

③の右辺第1項のイプシロンの積を（３）の足の並びとなるように（２）を使って足の並び替えをしてやると

ε i l k ε j m l =−ε i k lε l m j =−δ imδ k j +δ i jδ k m ④

となり、同様に③の右辺第2項のイプシロンの積を同様に並び替えてやると

ε i l k ε j k n  =−ε i l k ε k j n =−δ i jδ l n +δ inδ l j ⑤

④、⑤を③に代入すると
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Li , L j =iT ε i l k ε j m l xm pk −ε i l k ε j k n xl pn 
 

      　　=iT δ imδ k j − δ i jδ k m xm pk− δ i jδ l n −δ inδ l j  xl pn

　　　　　　　　　　　　　　　　=iT xi pj − xj pi

=iTε k i j xi p j = Lk

＜おまけ＞

Lx, Ly =iTLz ,  Ly, Lz =iTLx ,  Lz, Lx =iTLy 

（以上）
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